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CUADRIPOLOS

1. DEFINICIONES

1.1 Cuadripolo

Se llama cuadripolo a una red con dos pares de terminales accesibles desde el
exterior, tales que en cada par, la corriente que entra por un terminal es igual a
la que sale por el otro. Un par de terminales con esa caracteristica se
denomina puerto. Por ello, algunos libros denominan a los cuadripolos redes
de dos puertos.

I1 |2

Cuadripolo
[
‘ 2 i Fig. [1]

Como convencidn general, cuando se representa un cuadripolo, en cada puerto
el terminal de arriba es el positivo y por él entran las corrientes, tal como
muestra la figura anterior.

I; P Esta red es un cuadripolo, ya que cumple con las

RN < condiciones establecidas. Obsérvese que en cada
puerto las corrientes que entran por un terminal y

malla 1 2 % gma"a 2 salen por el otro son iguales, pues ambas

< —

coinciden con las corrientes de malla indicadas.

1.2 Tipos de cuadripolos

Restringiendo el estudio a circuitos lineales, los cuadripolos se pueden
clasificar de la siguiente manera:

Con fuentes independientes

Activos

. Con fuentes dependientes
Cuadripolos P

lineales Reciprocos

Pasivos
Simétricos

La teoria de cuadripolos, segun veremos, se aplica a circuitos pasivos, o
circuitos activos con fuentes dependientes, vale decir que se excluyen de
esta teoria los circuitos que contienen fuentes independientes.
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ELECTROTECNIA I TEORIA DE CUADRIPOLOS

1.3 Cuadripolos tipicos

Las siguientes son las configuraciones de red mas comunes entre los
cuadripolos.

T (te) ] —

Zc

T puenteada o puente
Aunque el dibujo es distinto, ambas redes son iguales

Zy ]
7w Zy
__| ZX
Zw ZX LI
7z Zc
Zz Zc
™ (pi) —
L
|j Zc
L Escalera
R [ 1 {1 I e
|j Zc
Zc

Celosia o puente
Si bien el dibujo es diferente, ambas redes son iguales

Zw
w Zy
Zy Zz Zc
1 Zz Z
L X

Zx
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2. ECUACIONES DE LA RED DE UN CUADRIPOLO

Plantearemos las ecuaciones de malla de un cuadripolo genérico, suponiendo
que se compone de n mallas, de las cuales dos, accesibles desde el exterior,
contienen los puertos. Nuestro objetivo es ver si se pueden establecer
relaciones entre las 4 variables observables desde el exterior (V1,V2, 11, 12)

En este dibujo, las
lineas dentro del

+ > «— 4 cuadripolo
I representan ramas,
ue pueden contener
" w Malla n Ve (rqesisrt)ores,
_ inductores,

capacitores y
fuentes.

A las mallas que contienen los puertos se asignan los numeros 1y 2; las mallas
3 a n estan dentro del cuadripolo.

En las ecuaciones, se emplea la siguiente simbologia:

Zi Suma de las impedancias de la malla i
Z; Suma de las impedancias de la malla i comunes con la malla j.
E; Suma de las f.e.m de la malla i
Entonces,
Ei = Zy1lh+Ziolo + Z43.13 + - - - +Z1j.|j+ --- +Zn.ln
Eg = Zg1.|1 +222.|2+223.|3+ --- +Zgj.|j+ --- +Zgn.|n
E3 = Z31.|1 +Z32.|2+Z13.|3+ --- +Z3j.|j+ --- +Z1n-|n
E, = Zi1.|1 + Zi2.|2 + Zi3.|3 + ---+ Zij.|j + --- + Zin-ln
En = Zn1|1 +Zn2|2+Zn3.|3+ "‘+an.|j+ "'+Znn.|n

El comportamiento del cuadripolo queda descrito por n ecuaciones con n
incognitas. Si aplicamos la restriccion de que en su interior no hay fuentes
independientes,

E3 = E4 = -=-=- = En = 0
Mientras que en las mallas 1 y 2, que asoman al exterior:
E1 = V1 Yy E2 = V2

Entonces, las ecuaciones anteriores, quedan:

CUADRIPOLOS marzo 2010.doc Pagina 7 de 40



ELECTROTECNIA I TEORIA DE CUADRIPOLOS

V1 = Z11.|1+Z12.|2+Z13.|3+ --- +Z1j.|j+ --- +Z1n-|n
V2 = Zotly + Zoolo + Zoz s + --- + Zgj.lj + --- +Zon.ln
0 = 231.|1 +Z32.|2+Z13.|3+ --- +Z3j.|j+ --- +Z1n-|n
0 = Zi1.|1 +Zi2.|2 +Zi3.|3+ ---+Zij.|j+ --- +Zin-|n
0 = Zuli+Znolo + 20303+ ---+an.|j+ ---+Zmln

De estas ecuaciones podemos despejar |y e I> en funcién de Vi y V.
Aplicamos el método de determinantes.

Vi le Zl3 - le - Zln
V2 Z,, 2, - Zy - Z, Desarrollando por la 1°
columna:
0 7, Z,; - sz - 7y,
) } ) o A es el determinante del
denominador,
0 2y, 2y - Z; - Z, A+ el cofactor del
- - - - - - elemento de la 12 fila, 12
columna,
O Zn2 Zn3 - an - Znn A11 AZI
I = 7 7 7 -7 - 7 =V, T +V, T y Apq el cofactor del
11 12 13 1j In elemento de la 2¢ fila, 12
Z,, Zy Z, - Z, - Z, columna, signo — incluido.
2, Z,, Z, - Z3j - 7, Los deméas elementos de
la 12 columna son nulos.
Zil Zi2 Zl3 - Zij - Zin
an Zn2 Zn3 - an - Znn
Analogamente, A A

,=V,224v, 52
A TA

El determinante A tiene dimensién de impedancia a la n, mientras que la
dimension de los cofactores es de impedancia a la n-1. En consecuencia, los
cocientes entre cada cofactor y el determinate tienen dimension de impedancia
ala—1, o bien, de admitancia.

En las expresiones anteriores podemos llamar:

Ay _ Ay _ Ay _ Ay _
A Yi1 A Yo A Yi2 A Yoo
Con lo cual, quedan escritas en forma mas compacta:
i =y VI +y Vs [1]

lo = Yo Vi + ¥22 Vo
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También suele escribirse, en forma matricial, del siguiente modo:

I :‘ Yu Y ‘ Vi
I, Yu Yo v,
O bien:
V,
=Y |
I2
Donde:
Y |=‘ T Y se llama matriz admitancia del cuadripolo
Yu Yo

De esta manera, queda demostrado que existen 4 parametros (Y1, Yiz, Va1, Y22)s
que llamamos “parametros admitancia” o parametros y”, con los que se pueden
obtener las corrientes de los puertos de un cuadripolo en funcién de las
tensiones de los mismos. Nétese que para ello no es necesario conocer la
composicion interna del cuadripolo.

3. TIPOS DE PARAMETROS

Las variables que describen el comportamiento de un cuadripolo visto desde el
exterior son 4:

l1, 12, V1, V2

Hemos visto que los parametros admitancia permiten expresar |, e I, en funcion
de V,y V, como lo muestran las ecuaciones [1].

A partir de esas ecuaciones podemos establecer otras relaciones.

A modo de ejemplo supongamos que queremos obtener las tensiones en funcién de las
corrientes. Entonces, despejemos V, y V, de [1], por el método de los determinantes:

I yi2 y11 1
L y2 I-y2-12-yi2 y21 12| [2-y11—11-y21
A A y
y =
y21 y22
Ordenando, Vi= yez. I1—E I2
Ay Ay
-y21 11
vo= 22 X,
Ay Ay
Si llamamos:
22 12 - y21 11
yA_ =711 —y—=z12 L=221 y—=222
y y Dy Ay
Podemos escribir:
Vi=z11 H +z1212 2]

V2a=2z2111+2z2212
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Los parametros z11, z12, z21, z22 tienen dimensién de impedancia; por ende se llaman
parametros Z. Permiten obtener las tensiones de los puertos en funcién de sus corrientes.

De manera analoga a la del ejemplo anterior, se pueden definir 6 juegos de
parametros de los cuadripolos. Incluyendo los ya vistos; son los siguientes:

Nombre Notacion matricial Matriz Ecuaciones
Admitancia L :| e |‘ Vi ‘ R |_‘ Yu Yo ‘ I = y11. Vi + ¥12. Vs
12 Vz YZI Y22 |2 = y21.V1 + y22'V2
. Vi=2zi.lh + 2421
Impedancia EVAR L ‘ 2. 7, 1= 4l ¥ Ziel
V2 IZ | Z |: V2 = 221.|1 + 222.|2
Zy Zyp
. A B V,=A.V, +B.l
Transmision ! =| T \& |r|:‘ ‘ 1 >+ B.l,
Il IZ C |1 = CV2 + D|2
. A" B V,=A.V, +B.l
Transmision V2 =1 Vi | I:‘ o ‘ 2 1+ 5k
inversa L I, ¢ D l,=C.V, + Dl
Hibridos h Vl :| H | Il | H |:‘ 11 h12 ‘ V1 = h11-|1 + h12-V2
I, V, 2 hy, l, = hot.ly + D Vs
Hibridos g L _|G|- Vi | G |:‘ g1 8n ‘ Iy = 911.V1 + gl
V, I, gy 8» Ve = Qo1 Vi + ool

El sentido de referencia para las tensiones y las corrientes para los parametros
[Y], [£], [n] y [g] es el indicado en la figura [1], vale decir que el terminal de
arriba, de cada puerto, es el positivo y la corriente entra por él. Para los
parametros [['] y [["'] cambia el sentido de la corriente del puerto de salida: sale
por el terminal de arriba.

Cualquier juego de parametros se puede hallar en funcion de los otros 5. Esto

implica que hay 30 relaciones posibles entre juegos de pardmetros. Para evitar
el trabajo de conversion entre parametros cada vez que se necesita, se puede

utilizar la tabla de conversién incluida en el Anexo 1.
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4. OBTENCION DE LOS PARAMETROS

Los distintos parametros de un cuadripolo se pueden obtener de dos formas:
e Por calculo, conociendo los componentes del cuadripolo
e Por ensayo, midiendo las tensiones y corrientes de los puertos
En ambos casos se parte de las ecuaciones correspondientes a los parametros
que se desea obtener.
Por calculo
Por ejemplo, para obtener los parametros [Y], se debe partir de las ecuaciones:
[1=y11 V1 +y12V2
2 =y21 V1 +y22V2
Haciendo 0 cada tensién, en cada ecuacién, resulta:

Vilvao V2lvi=o Vilvz=0 V2lvi=0
Ejemplo 1

3 _ %Iz En el siguiente ejemplo, conocidos los
+ v + componentes internos de un cuadripolo, se
2 calculan los pardmetros [Y]

Vi Y1 Y3 V2 o

Las condiciones V1 =0y V2 =0, se pueden
- - representar haciendo sendos cortocircuitos a la
entrada y a la salida. En tales casos el circuito
se simplifica, con lo que se facilita el calculo de
los parametros.

Con V2 =0, Y3 puede eliminarse, ya que estando cortocircuitada por ella no circula corriente.
Resulta evidente que Y1 e Y2 forman un paralelo por el que circula |1. Entonces:
I
1
=Y1+Y2

11 |2 1=
— "
VilVo=0
+ Y2 +

Al no circular corriente por Y3, la corriente por Y2
V1 Y1 V2 gs-12. O bien V1.Yz.

- —l2=V1-Y2

| |
| JE—
<
w

J--4

De alli:
I2

21 = —|
y V1

=-Y2
Va=0

—>
. :4: | En el caso en que V1 =0, Y1 puede eliminarse
+ pues por ella no circula corriente. Y2 e Y3

quedan en paralelo, con lo que resulta:

=Y2+YVY3
V1=0

. . 2
. - y22 = —|
' V2

11
12=—]
y o

=-Y2
V1=0

CUADRIPOLOS marzo 2010.doc Pagina 11 de 40




ELECTROTECNIA I TEORIA DE CUADRIPOLOS

En resumen: y11=Y1+Y2
y22 =Y2 + Y3
y12 = y21 =-Y2

Los componentes Y1, Y2 e Y3 del circuito 1 se pueden expresar en funcion de los parametros

[Yl.

. . -yi12
Es inmediato que Y2 =-y12 = -y21
q y y 11 — 12
Luego, si en las dos primeras ecuaciones + L | +
reemplazamos Y2 por —y12 0 —y21,
obtenemos: V1 yi1+y12 V2
Y1 = yi1 + y12 - y22+y21 -
Y2 = y22 + y21
Ejemplo 2
g:lllgzilé)jrgarametros [Z] del siguiente cuadripolo T i —> . I
_ ) . _ + — ] LI +
Partiendo de las ecuaciones correspondientes a los Z1 7
parametros [Z]: V1 73 V2
Vi =z11.1 + z12.12 - -
V2 =z21.1 + z22. I2
Tenemos:
z11=E =721+23 221=E =73 222=E =72+173 z12=ﬁ =73
t2=0 1 l12-0 2l11=0 121120

El calculo de estos parametros se facilita teniendo en cuenta las siguientes consideraciones.
Para aquellos en que 12 = 0 no hay caida de tensién en Z2, por lo que V2 queda aplicada
directamente sobre Z3 y la corriente a través de Z3 es I1. Para aquellos en que I1 = 0 no hay
caida de tension en Z1, por lo que V1 queda aplicada directamente sobre Z3 y la corriente a
través de Z3 es I2.

Podemos expresar los componentes del circuito T en funcién de los parametros [Z]. Vemos en
las ecuaciones anteriores que

73 =7z21 =212

y | d ‘ | ' ) Z11-212 z22-721

reemplazando esto en las otras ecuaciones, se 1

obtienep — 1 L
Z1 =711 — 2712 Z12=z21
Z2 = 722 — 721

Por ensayo

La obtencion de los parametros de un cuadripolo por medio de ensayos es
tedricamente sencilla.

Hemos visto que cada parametro relaciona dos de las cuatro magnitudes que
definen el estado de los puertos, bajo una determinada condicién. Por lo tanto,
para calcular cada parametro se debe crear la condicién que corresponde y
medir las dos magnitudes que intervienen en su célculo.
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Una de estas dos magnitudes debera ser proporcionada

por una fuente, a fin de que se establezca un régimen no I
nulo. Por ejemplo, para hallar el parametro y11, se debe yll:WV "
cortocircuitar el puerto de salida y medir la corriente y la 2=
tension en el puerto de entrada. Para generar el régimen

no nulo, V1 puede ser proporcionada por una fuente de

tensién.

El principal inconveniente practico para hallar lo pardmetros de un cuadripolo
en régimen armonico, es que las magnitudes son fasores.

En particular, para hallar y11, dada la condicion
V2 = 0, debemos hacer el cociente de los

fasores 11 y V1, definidos cada uno por un | 11 | -
méddulo y un angulo de fase. De tal modo, y11 yllz_@ :‘_H
resulta un nimero complejo cuyo médulo es el |V1|(pv Vi (pi —v)

cociente de los modulos de 11y V1 y su fase la
diferencia de fase entre 11 y V1.

Para realizar el ensayo, necesitaremos:
¢ una fuente de tension alterna que proporcione la magnitud V1

e instrumental que permita medir médulos y desfasajes.
Se puede utilizar un osciloscopio de dos canales para determinar las relaciones de
amplitud y la diferencia de fase entre 11 y V1.

Para calcular los demas parametros [Y], o parametros de cualquier otro tipo,
se procede de manera similar.

5. CUADRIPOLOS PASIVOS RECIPROCOS

El Teorema de reciprocidad establece que si en una red pasiva y lineal se
intercala una tensién V en una rama (1), obteniendo una corriente | en una
rama (2), al intercalar la tension V en la rama (2) se obtendra la misma
corriente | en la rama (1).

Sean (1) y (2) las ramas obtenidas al cortocircuitar los puertos de un cuadripolo
pasivo y lineal'.

(1) (@)

Al intercalar V en la rama (1) se mide | en la rama (2).
El parametro y12 resulta:

| L vJ—i.[m @ |V

Vlly=o V

! En adelante omitiremos indicar que las redes son lineales, ya que la Teoria de Cuadripolos se
aplica sélo a redes de ese tipo.
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Por el teorema de reciprocidad, al intercalar

V en larama (2) se medira | en larama (1).
Entonces, el parametro y21 resulta: I () F_L V
T
Rt I
yl2=— =—
V2lvi=o \

En consecuencia:
y12 = y21

Vale decir que en un cuadripolo pasivo, s6lo sera necesario determinar 3
parametros y.

En realidad, esta particularidad se da para todos los tipos de parametros.

Por ejemplo, en el punto 3 vimos como se podian obtener los pardmetros z en funcion de los vy,
resultando

12 21
e =212 _ =2z21

y Ay
Luego, como y12 = y21, se deduce que z12 = z21.

En la tabla del Anexo 1 se indica la relacion que caracteriza los cuadripolos
pasivos para cada tipo de parametros.

6. CUADRIPOLOS SIMETRICOS

Los cuadripolos simétricos son aquellos en los que el funcionamiento no
cambia si se permutan los puertos de entrada y salida,

El cuadripolo de la figura es un ejemplo

11 I2
—>] ] <« de ello.
+ Z1 Z1 + Trabajando con los parametros Z,
Vi D Z2 Ve V1 =2z11.11 + z12.12
i i V2 =z21.11 + z22.12

Se observa que :

z11=ﬂ = 222=ﬂ = 71+ 72

I1l2=0 I1l2=0

Ademas de la igualdad entre z12 y z21 derivada del caracter pasivo del
cuadripolo, el caracter de simétrico, otorga otra simplificacion: z11 = z22.

Esto significa que un cuadripolo pasivo-simétrico, queda definido con dos
parametros Z.

Esto es valido para todos los juegos de parametros, aunque con diferentes
relaciones entre parametros, segun se muestra en la tabla del Anexo 1.
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La definicion dada al comienzo, significa desde un punto de vista puramente
matematico, que los subindices 1y 2 con los que identificamos la entrada y la
salida pueden permutarse sin que el funcionamiento cambie.

Los cuadripolos con fuentes dependientes, pueden ser aparentemente
simétricos (en términos topol6gicos), pero no en su comportamiento.

Z1 71 El circuito de la figura es un cuadripolo de aparien-
1 S : 12 cia simétrica, en cuya rama central hay una fuente
+ _| | + | l_ de tension dependiente de la corriente 1.
Vi k.11 Vo Su comportamiento cambia si permutamos
entrada y salida, pues la corriente de la cual
- Z2 - depende la fuente no puede permutarse. Esto es
| lo que rompe la simetria.
Calculando z11y V, V.—k.Ii
z22 se verificaque  Zun=-— = L=—— = zm=z1+22+k
no son iguales, y Lilpp=o 21+ 7>
que la diferencia la
determina
; V2 V2—k.Iu
precisamente la 722 = — = h=———— Comol=0= zm=zi+2
fuente dependiente. L, -0 VAR V)

7. CONEXIONES DE CUADRIPOLOS

Dos o0 mas cuadripolos pueden conectarse entre si formando un nuevo
cuadripolo. Veremos las distintas formas en que pueden hacerlo, y cémo se
pueden calcular los parametros del cuadripolo resultante en funcién de los
parametros de los cuadripolos que lo componen.

Esto se aplicara a la resolucion de dos tipos de problemas:

a) Dados dos 0 mas cuadripolos conocidos, que se asocian para obtener un
sistema mas complejo, se quiere estudiar el comportamiento de ese sistema.

b) Dado un cuadripolo que presenta cierto grado de complejidad, se lo divide
en cuadripolos mas simples interconectados. Se calculan los parametros de los
cuadripolos més simples y en funcion de ellos se obtienen los parametros del
cuadripolo original.

Por simplicidad estudiaremos la conexién entre dos cuadripolos, ya que segun
veremos, es evidente que se pueden extender los resultados obtenidos a la
conexion de un mayor numero de cuadripolos.

Hay varias formas de conectar cuadripolos entre si que podemos clasificar en
dos grupos.

El primer grupo conecta la entrada de un cuadripolo con la salida de otro. Hay
una sola forma de conexion de este tipo.

El segundo grupo conecta entradas entre si y salidas entre si. Hay 4 formas de
conexién de este tipo.
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7.1 Conexion cascada

Se llama conexién en cascada la que corresponde al primer grupo. El puerto de
salida de un cuadripolo se conecta al puerto de entrada de otro.

Puede conectarse cualquier cantidad de cuadripolos de este modo, resultando
un cuadripolo cuya entrada es la del primer cuadripolo de la cadena (o la
cascada), y su salida la del dltimo.

La figura representa una cascada de 2 cuadripolos, Ay B.

Como sentido de las corrientes el I
en los puertos de salida se ha (PR P
tomado el que corresponde a los _——
parametros trasmisién. Ello se V, i

debe a que en este tipo de e — I T
conexion resulta sencillo |

relacionar esos parametros.

Para cada cuadripolo podemos escribir:
A A
Vl — [FA ] VZ

y
I° L,
Dado que la salida del cuadripolo A coincide con la entrada de B, es decir:

VB
| B
1

VoA
| A
2

Podemos reemplazar en la ecuacion de A la de B:

=[r*}re]

Luego, como las variables del puerto de entrada de Ay las del puerto de salida de B coinciden
con las de los respectivos puertos del cuadripolo resultante,

V, V.
BRI
Il IZ
Entonces, la matriz transmision del cuadripolo resultante es el producto de las matrices de Ay
B.
[r]=[r*]-[r?]

Y si hubiera N cuadripolos en cascada:

rl=lr~ ) fre )]

" v,”
1t

B
2

Ejemplo 3.

Supongamos que se conectan en cascada dos cuadripolos cuyas matrices transmisidn son:
54 23
A= 8-
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Hallar la matriz " del conjunto.

Cuando se realiza el producto de 2 matrices, el elemento de la fila i, columna j de la matriz
resultante, es igual a la suma de los productos de los elementos de igual indice de la fila i de la
primera matriz por los de igual indice de la columna j de la segunda matriz.

‘2 3 La disposicion mostrada es meramente practica,
‘1 2‘ para facilitar esta operacion.
{54 || 5x2+4x] Sx3+4x2| |14 23
65 6x2+5x1 6x3+5x2| |17 28

Observaciones:

Ambas matrices son pasivas, pues cumplen que Ap=5x5-6x4 =1y Ag=2x2-3x1=1, y
simétricas pues el elemento A es igual al elemento D.

La matriz resultante obviamente es pasiva, y en efecto se verifica que A= 14x28 —23x17 = 1.
Sin embargo, dos matrices simétricas en cascada no tienen porqué dar por resultado una
matriz simétrica. En este caso, la matriz resultante no lo es, pues A=D (A =14y D = 28)

Z2
ST TS o= [l |
El ejemplo de la derecha muestra un caso en o g i I i
. . 7 . 1
que dos cuadripolos simétricos, Ay B, al ! : : |
conectarse en cascada dan por resultado un | 11 71 : Zf1
cuadripolo asimétrico. | | P T
Lommo ! Lo
A B

La regla que hemos establecido para resolver la conexiéon cascada supone que
los parametros transmision, calculados para un cuadripolo aislado, no se
modifican si los calculamos con otro cuadripolo conectado en cascada. Esta
suposicion es valida pues los parametros transmision valen para cualquier
carga (como lo es un cuadripolo conectado a la salida) o cualquier excitacion
(como el caso de un cuadripolo conectado a la entrada)

7.2 Conexion paralelo

La entrada y la salida de dos cuadripolos, A y B se conectan en paralelo. En tal
caso, las tensiones de entrada y salida del cuadripolo resultante coinciden con
las de cada uno de los cuadripolos, es decir:

___________________________ Vi=VA=V8
> Vs = V2A = VgB

V, Por su parte, las corrientes de entrada y
salida del cuadripolo resultante son la
suma de las respectivas corrientes de
cada cuadripolo:

|1 = |1A + |1B

|2 = |2A + |QB

Vi
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Si sumamos miembro a miembro las ecuaciones de los parametros [Y] de cada
cuadripolo obtenemos un resultado muy interesante.

WAL [YA] Vit | PR En los primeros miembros se
Al T Al Tl / N suman las corrientes de los
+ 12 ’\{2\ \~>___ .:: Vi ‘; cuadripolos Ay B_, dando por
B o B‘ . JPbtae | V2| resultado las corrientes del
hB = [YB] . V1B Vool AN cuadripolo resultante.
\ 1
|2_ i} V2Tl En el segundo miembro, al ser
A ‘E;\\ heot v las tensiones de cada
' 1™+ 11 J - ([YA]+ [YBD . 1 cuadripolo iguales entre si e
1A s 1B V2 iguales a las del cuadripolo
e, resultante, se pueden sacar
b como factor comdn.
MR IRWIE NUEIERI

Se ha utilizado la notacion matricial por simplicidad, pero la misma
demostracién puede hacerse escribiendo las ecuaciones de los parametros [Y].

Nota: la suma de dos matrices se hace sumando los elementos de igual fila y columna. En el
caso que vimos, [Y] = [Y?] + [Y®] significa:

Y11 =Y11A+Y11B, Y12=Y12A+Y128,

Yo1 =Yo1 + Y21 Yoo =Yoo + VYoo ,
Este analisis es valido si los parametros de cada cuadripolo, determinados
cuando estd aislado, no se modifican cuando se vincula con otro cuadripolo.
Eso es estrictamente correcto en la conexién cascada, en la que un cuadripolo
es carga o excitacion del otro, ya que una propiedad de los parametros de los
cuadripolos es su independencia de la carga y de la excitacién. En las otras
conexiones, uno de los cuadripolos puede modificar los parametros del otro,
por lo que lo deducido no seria aplicable.

Para mostrarlo nada mejor que un ejemplo.
Consideremos los cuadripolos de la figura y
mTTogommooy determinemos el pardmetro y,, del de arriba.

—e- [ 1 i *»—
7, Z, Cuando ese cuadripolo esta aislado:
I VA ' B N N
- Vil 40 222
I Y cuando se le conecta el de abajo:
i Lon a1
| . YoV, Zo 7

La diferencia estriba en que el cuadripolo de
abajo pone en cortocircuito la impedancia Z,.
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Es evidente que esto ocurre siempre que se conecta un cuadripolo que tiene un
polo comun entre entrada y salida (como el de abajo), con uno que no lo tiene.
En esos casos no podemos aplicar la regla hallada mas arriba.

También cuando ambos cuadripolos carecen de bornes comunes entre entrada
y salida, puede haber diferencias entre los valores de los parametros de los
cuadripolos aislados y conectados, debido a que quedan impedancias en
paralelo que producen redistribuciones de corrientes y tensiones.

Cuando ambos cuadripolos poseen bornes comunes entre entrada y salida,
como en la siguiente figura, los parametros de cada cuadripolo no se ven
afectados al conectarlos. A titulo de ejemplo, analicemos el pardmetro y,, del

cuadripolo de arriba.
Con el cuadripolo aislado:

_____________

LT S S '
Yn Y; z, 'z,

L1y,=0

) AR

Al poner en cortocircuito la salida, V, queda
aplicada sobre ambas admitancias en paralelo. Lo mcemeemo ]

Podemos ver que nada cambia cuando Ry —
conectamos el cuadripolo de abajo.

Estos cuadripolos con un polo comun entre
entrada y salida se llaman desbalanceados.
Con ellos no tendremos problemas al aplicar la .
regla hallada para la conexién paralelo.

Como contrapartida, los cuadripolos con impedancia no nula entre bornes de
entrada y salida se llaman balanceados. Cuando un cuadripolo de este tipo
interviene en la conexién, la mencionada regla no se podra aplicar sin un
analisis previo que determine su validez.

Utilizaremos las pruebas
desarrolladas por O.Brune
que establecen las
condiciones necesarias y

@ @ suficientes para poder aplicar
1 la suma de parametros [Y].

Para la conexién paralelo se
deben cumplir las dos
condiciones que muestra la
figura

7.3 Conexion serie

En este caso, los puertos de entrada por un lado, y los de salida por otro, se
conectan en serie, con lo que las corrientes son comunes e iguales a las del
cuadripolo resultante:
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B
=LA =1

|2 = |2A + |QB

Mientras que las tensiones se suman:

V1 = V1A + V1B
V2 = V2A + VgB

Sumando miembro a miembro las ecuaciones

de los parametros [Z]: .-

viA Al A
+ VoA [Z ] | |\2~A— S
V1B ,’//I1é\\\ Pt
veB| [ZB] f\\ 1B
o= k) |

TEORIA DE CUADRIPOLOS

ht— A <l
1 A A
: V4 Vs |
Vi v
1 i 1° lp® i ?
i V1B B VZB :

Esta regla tiene limitaciones similares a la de la conexién paralelo.

La figura muestra las
condiciones necesarias y
suficientes establecidas

por O.Brune para poder
resolver con la suma de

parametros [Z] la conexidon
serie entre cuadripolos.

7.4 Conexiones mixtas (serie/paralelo)

<l

% > A < ]
LoV v* :
Vi |
I° 1,®
! B|[<— ||
I V.t

En esta conexién, los puertos de
entrada se conectan en serie y los
puertos de salida en paralelo.

De tal manera:

=14 = 1°

Vo = Vot = V5P
y

V1 = V1A + V1B

|2 = |2A + |QB

Sumando miembro a miembro las expresiones de los pardmetros h:
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viA Al 1A \‘\
N A | [H ] VveA |
2 A
w| =M e
o felde) |l

TEORIA DE CUADRIPOLOS

1=~ e

Esta figura muestra las

condiciones de Brune para
que la suma de parametros

[H] sea valida.

7.4 Conexiones mixtas (paralelo/serie)

: Al<—
V1 : V1A V2A :
| 14 Ip° !
| B !
| vi° Vot

_________________________

Esta es la ultima de las conexiones
posibles: los puertos de entrada
conectados en paralelo y los de salida en
serie.

Las condiciones que la caracterizan son:

Vi=VA=V®
lp = 1A = 1,°
y

o= 1%+ 14°
Vo = Vo + VP

Sumando las expresiones de las matrices [G]:

1A _ Al viA -

N VoA [G] Al T
B _ [=B ,f/ V1\B\\I,,x’/
v2B| [G ] '\\ I2 |
= lerlk) |V
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Condiciones para que sea valida la suma de parametros [G]:

@ ©

7.5 Polaridad de la conexion

En todos los casos planteados, las conexiones han respetado el sentido
convencional de las corrientes y tensiones en los puertos de cada cuadripolo.

Esta forma de hacer la conexion la llamaremos normal, y puede describirse del

siguiente modo:

Cuando se conectan dos puertos en paralelo, se unen entre si los
terminales de la misma polaridad.

Cuando se conectan dos puertos en serie, se conecta el terminal (-) de
uno de ellos al terminal (+) del otro.

La conexién entre dos puertos es invertida cuando no sigue esas reglas.

En el siguiente cuadro se representan las conexiones serie y paralelo

realizadas en forma normal y en forma invertida.

NORMAL INVERTIDA
e@
A A
PARALELO ©
®
< g Corriente
B B @ y tensién
al revés
@ @
<< N
SERIE A
© e
B - B Corrient
orriente
e e ® y tension
al revés
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En todos los casos, se asigna la polaridad normal al cuadripolo dibujado arriba
(para nosotros el “A”). La polaridad de cada puerto del cuadripolo de abajo (el
“B”), resultara normal o invertida segun la forma en que esté hecha la conexién.

Veamos cdémo se modifican las reglas halladas si hay conexiones invertidas.

Consideremos dos cuadripolos conectados en paralelo; las entradas en forma normal y la
salida en forma invertida; esto significa que para el cuadripolo B, 1,2 y V.2 son negativas (con
respecto a la convencién).

En las ecuaciones de B esto sereflejadela ™ r------mmmmmmmem e oo
siguiente manera:

| o l>
|1B = y11B.V1B - Y1QB.VQB | A A A 1 @
B B /4B B Vi V, Vs LV
'|2 = Y21 V1° - YQQBVZ : :
Y si en la segunda de ellas, multiplicamos por i i
(-1) ambos miembros: | 5 L8 :
| | 2 :
= yio V1% -y v ! 1 B S) !
|2B = -Y21B.V1 B + Y2QB.V2B i V1B VZB i
El efecto de que | B y V.2 sean negativas, i ® i

equivale aque yio € y21B se consideren
negativas.

Si la inversién se produce en el puerto de entrada, I,® y V,® son negahvas Hamendo un analisis
similar al anterior, se observa que el efecto también equivale a que v, e y»° se consideren
negativas.

'|1B = ‘Y11B-V1B + Y1zB-VzB — por (-1) — I1B = }’11B-V1B - Y1zB-VzB
|QB = ‘Y21B.V1 B + yggB.VgB |QB = 'y21B.V1 B + yggB.VgB
Finalmente, si ambas coneX|ones la de la entrada y la de la salida estuvieran invertidas, habria

que cambiar el signo de y12 e y21 por cada una de las inversiones, con lo que en definitiva su
signo no cambiaria. Entonces este caso es igual que el de ambas conexiones normales.

Cabe preguntase qué pasa con otras conexiones y otros juegos de parametros. En la siguiente
tabla se presenta un método muy simple para poder hacer este analisis.
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Parametros

Inversion

en la entrada

en la salida

Paralelo ‘H - .V1‘ ‘H‘_yﬁyz_‘w‘
[Y] |2 1y22| |V2 I~ V2
Serie ‘v1‘_ all ‘V1_z11 12| [
[Z] vo| |z21 z22| |12 Vol I
. V1 I V1| |h11 Hi2l | 1
Serie/Paralelo = . = .
‘ |2‘ qm h2z2| | v2 ‘ 2 Hh%dﬂL V2
[H]
Paralelo/Serie ‘ 1 ‘: 951' 92'22 . \|/1 ‘ I ‘: gt 312 . \|/1
2 2
[r] v 19518 V2
Cascada ‘\”‘: A B .‘Vz‘
I €br|I12
[rl
Cascada ‘VzHﬁ $H\|’1‘
‘DN
"] :

Las ecuaciones matriciales aqui representadas corresponden al cuadripolo “B”, afectado por la
inversion. Se analizan por separado la inversion de la entrada (11 y V1 negativos) y la de la
salida (12 y V2 negativos), para cada tipo de parametros.

El cambio de signo de cada una de estas variables, cambia los signos de los parametros que
estan en la fila 0 en la columna afectada por la variable. En este cuadro, se han trazado lineas
que cruzan las filas o columnas cuyos pardmetros cambian de signo. Los parametros cruzados
por una linea cambian de signo y los cruzados por dos lineas lo cambian dos veces, es decir

gue no lo cambian.

Para las conexiones serie y paralelo, tanto puras como mixtas, las conclusiones

son las siguientes:

e Sila conexidén de uno de los puertos esta invertida, ello equivale a
cambiar el signo de los parametros de la diagonal secundaria (los de

subindices 12 y 21) del cuadripolo afectado (el B).
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e Sila conexién de ambos puertos estuviera invertida (para analizarlo
habria que superponer las dos columnas de la tabla anterior) el
resultado es el mismo que con ambas conexiones normales.

En las conexiones en cascada no es comun tener que analizar una conexion
invertida. De todas maneras, de ser necesario, el analisis es un tanto distinto.

En esta conexidn, s6lo se conectan entre si un par de puertos. (La salida de A
con la entrada de B)

Si mantenemos la regla de que el ) L
cuadripolo A es la referencia y el B

, A B
el afectado, debemos considerar —] —
que se invierte la entrada de B, por
ende, en la tabla anterior, se

muestra sélo lo que ocurre en tal caso: cambia el signo de todos los
parametros, tanto para la matriz [Tjcomo para [r™'].

8. IMPEDANCIAS DE ENTRADAY SALIDA

8.1 Impedancia de entrada

La impedancia de entrada de un cuadripolo es el cociente entre la tensién y la
corriente que ingresa en el puerto de entrada. Es la impedancia que presenta el
cuadripolo a la fuente que lo alimenta. Naturalmente depende de la impedancia
con que esta cargado el cuadripolo.

De las ecuaciones correspondientes a los parametros transmision:
Vi=A\V2 +B.12
[1=C.V2+D.I2

El cociente entre estas dos ecuaciones es la impedancia de entrada Z1 en
funcion de los parametros del cuadripolo y la impedancia de carga, V2/I2:

Vi,gp
z1= Yl _AV2+4BI2 _ T I2 _ AZc+B
1 - CV2+DI2 - oV2 . CZe+D
12

8.2 Impedancia de entrada en vacio y en cortocircuito

Para los dos casos extremos de carga, es decir vacio (12 = 0) y cortocircuito
(V2 = 0), se definen las denominadas impedancias de entrada en vacio (Z1v) e
impedancia de entrada en cortocircuito (Z1c).

En las ecuaciones de los parametros impedancia y admitancia, trascriptas a
continuacién, se observa que z11 es la impedancia de entrada en vacio,
mientras que y11 es la admitancia de entrada en cortocircuito.

Vi =z11.11 + z12.12 1 = y11.V1 + y12.V2
V2 = z21.11 + z22.12 |2 = y21.V1 + y22.V2
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También se pueden obtener en funcién de los parametros transmision,
haciendo 12 = 0 y V2 = 0 respectivamente, en la anterior ecuacién de Z1.

Se obtiene lo siguiente:

Impedancia de entrada con salida en vacio: Zl = A = 711
v C

Impedancia de entrada con salida en ; B _ 1

cortocircuito: lc p yl1

8.3 Impedancia de salida

La impedancia de salida Z2 de un cuadripolo es el cociente entre la tension y la
corriente que ingresa en el puerto de salida. Es equivalente a la impedancia
interna de una fuente. Cuanto menor sea, mayor sera la capacidad del
cuadripolo de erogar potencia.

Para obtenerla, resulta apropiado emplear la matriz transmisién inversa, cuyas
ecuaciones son las siguientes:

V2=A"V1+B'.n

l2=C.Vi+D.
Como I2 es saliente, obtenemos Z2 haciendo el cociente entre V2 y -2,
) V1 )
7o — Ve _ AWVi+B'l1 _ A'FJFB _ AZ1+B
-2 -C'"V1-D'l1 —C'-E— -C'".Z1-D'

Dl
1
Para un cuadripolo pasivo, A’= D, D’= A, B'=-B y C’= -C. Entonces:

_ D-V1-B-I1 _ D-Z1-B
C-Vi-A-l1 C.-zZ1=A

Z2

8.4 Impedancia de salida en vacio y en cortocircuito

Son las impedancias de salida correspondientes a las condiciones de puerto de
entrada abierto y puerto de entrada en cortocircuito.

En las ecuaciones de los parametros impedancia y admitancia se observa que
z22 es la impedancia de salida en vacio mientras que y22 es la admitancia de
salida en corto.

Para obtenerlas en funcién de los pardmetros transmision basta con hacer |1 =
0 y luego V1 =0 en la ecuaciéon precedente de Z2.
Se obtiene:

Impedancia de salida con entrada en vacio: Z2v = % = z22
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Impedancia de salida con entrada en Z2c _B_1
cortocircuito: A ye2
8.5 Cuadripolos simétricos
Dado que en los cuadripolos simétricos,

yili=y22 y z11 = z22

resulta:
Ziv=22v 'y Zic = Z2c

9. ADAPTACION DE IMPEDANCIAS

9.1 Maxima transferencia de energia

Se dice que existe adaptacion de impedancias
entre una fuente de energia y una carga, cuando

se produce la maxima transferencia de energia. Z9
En un régimen sinusoidal permanente ello ocurre Zc
cuando la impedancia de la carga (Zc), es el +
conjugado de la impedancia interna de la fuente e
(Zg). Es decir: g
Zc = Zg

Podemos suponer que la carga esta conectada a una red activa genérica, en cuyo caso Vg y
Zg son respectivamente la tension y la impedancia de Thévenin de dicha red.

En el caso particular del régimen continuo permanente, donde las reactancias son nulas, la
condicién de maxima transferencia se produce cuando la resistencia de la carga y del
generador son iguales.

En general cuando se habla de maxima transferencia de potencia se hace
referencia a la potencia activa, que es la que produce trabajo.
Recordemos que en el régimen permanente sinusoidal, el
S producto de los valores eficaces de la tension y la corriente es

la llamada potencia compleja, cuya parte real es la potencia
activa y la parte imaginaria es la potencia reactiva.

Se=Ve-do=F-+jO.

Sc:]CZ'Rc+jIC2'XC

Para obtener la condicion de maxima transferencia de potencia activa analicemos la ecuacion:

Pc=1."Rc
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_ Ve
Rc+ Rg + j(Xc+ Xg)

Donde la corriente en la carga es: Ic

Vemos que la condicion jXc = —jXg hace minimo el denominador; y por ende méaxima la
corriente y la potencia.

2
, - v
Establecida esa condicion, P. = Icz-Rc _ g ‘R,
R, + R

Para hallar la resistencia de carga que maximiza la potencia debemos hallar el valor que hace 0
la derivada.

4 _(y ¥ (R, +R.f —2(R, +R.)-R
dR. ¢ (R, +R.)
Con ello queda probado que la condiciéon de maxima transferencia de potencia activa es:

Re+jXc=R,— jX, osea: Zc=1g

€=0 = (R,+R.)-2-R.=0 = R, =R,

La potencia méxima resulta:
V 2
B =5
4-R.

Cuando la tensién del generador se compone de distintas frecuencias, la
adaptacién de impedancias se logra a una frecuencia determinada. A
frecuencias mayores o menores, la potencia transferida a la carga disminuye.

Afortunadamente para diversas aplicaciones, la potencia en la carga no es
demasiado sensible a los cambios de la impedancia de carga.

Para una impedancia de carga Zc = k.Zg, la potencia en la carga con respecto
a la méaxima posible se puede obtener haciendo el cociente entre las
expresiones de Pc y Pcmax. Resulta:

P 4k
Fe i (k+1)2

Esta relacién produce los mismos valores para k que para 1/k.

En la gréfica de la derecha se

representa la ecuacion 1
anterior. Para un valor de k=5,

0 sea para Zc= 5.Zg, se ve 0,8
gue aln se transfiere mas de

la mitad de la potencia 0,6 -

maxima. Lo mismo ocurre

para k=1/5, sin embargo en 0,41
esta grafica resulta dificil de 0.2 1
apreciar. ’
O T T T T
0 5 10 15 20 25

Valores de k
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En general, los graficos
logaritmicos suelen ser mas
apropiados para esta clase
de fendmenos. Si en este
caso representamos en el
eje de absisas los logaritmos
de k, se obtiene una grafica
simétrica donde resulta
evidente que la potencia
mengua de igual manera
paraky 1/k.
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09
08
0,7
0,6
05
04
03
0,2
0,1

0,01

0,1 1
Valores de k

10 100

GRAFICO LOGARITMICO

9.2 Impedancia caracteristica de cuadripolos simétricos

Cuando el generador se vincula con
la carga por medio de una linea cuya

Zg

Hemos visto que

1_AZc+B
CZc+D

Zc

influencia no es

despreciable, esta

se puede representar mediante un
cuadripolo, en general simétrico.

Si la impedancia de entrada de ese
cuadripolo fuera igual a la
impedancia de carga, el generador

seguiria viendo

el mismo valor de

impedancia sobre sus bornes;
entonces estariamos en la condicion
de maxima transferencia.
Naturalmente, es la condicion de
maxima transferencia con el cuadripolo insertado entre el generador y la carga;
si no hubiera cuadripolo, la transferencia seria mayor.

Proponiendo que la impedancia de entrada sea igual a la de carga, es decir
Z1 = Zc, y llamando a ese valor Z0, impedancia caracteristica o impedancia
imagen del cuadripolo, la ecuacion anterior queda:

2o AZ0+B

Despejando:

Z0

CUADRIPOLOS marzo 2010.doc

"~ CZo+D

_—[D-A)+D-AP +4BC

2C

Y como en un cuadripolo simétrico A = D:

Z0=

B
C
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Ademas, como

_B _A _D _B
Z1v_D y Z1c_C y sz_C y Z1C—A
Vemos que tanto el producto de ambas impedancias de entrada como el de
ambas impedancias de salida, es igual a ese radicando:

Z1v-Z1c—E A_B
B g g pues A=D
Z2v-72c=—— = —
CA C
Por lo tanto podemos escribir: Z0=~/Z1v-Z1c =+/Z2v -Z2¢
y4
A titulo de ejercicio, Zs Zs L >

calculemos las impedancias
caracteristicas de los dos Zo Zp Zp
cuadripolos simétricos mas

comunes: el Tyelm.

Podemos recurrir a cualquiera de las dos férmulas de

Z0. La basada en los parametros B y C, cuyas Al
expresiones generales se muestran a la derecha, o la T2
basada en las impedancias de vacio y cortocircuito.
Emplearemos esta ultima.

y =
V2-0 V2[jo=0

Para el circuito T:

Ziv=27s+2p
= Z0=_([Zs+Zp) Zs+ Zs+Zp Zs: Zp =\zs? +2.Zs. Zp=7Zs: Zs+2.2p
Zs-Zp =

Zic=2s+ (Zs+Zp)
Zs+7Zp
Para el circuito 1
Z1V_Zp-(Zs+Zp)
Zs+2-7Zp ~ 7 Zp-(Zs+2p)-Zs-Zp _ Zp® - Zs
7102 Zs-Zp 0~ (Zs+2-2p)-(Zs+2Zp) \Zs+2- Zp Zs+2 Zp
_Zs+Zp

9.3 Adaptacion asimétrica

Cuando la impedancia de la fuente que excita
un cuadripolo es diferente de la impedancia de
Zg carga, y estas impedancias no pueden elegirse
D21 Z2 | Z¢ o modificarse para lograr su igualdad, la mejor
Vg transferencia se logra cuando el cuadripolo
presenta simultdneamente una impedancia de
entrada igual a la de la fuente y una
impedancia de salida igual a la de carga.
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En tal caso, ya no es posible hablar de una impedancia caracteristica Zo, sino
de dos: la relacionada con el puerto de entrada (Z01), que adapta la impedancia
de la fuente Zg y la relacionada con el puerto de salida (Z02), que adapta la
impedancia de la carga Zc.

Las condiciones de adaptacion pueden expresarse mediante las dos reglas
siguientes:

una impedancia Zc = Z02, la Zo1 =)
impedancia de entrada debe ser igual — 1
a Zo1.

e Cuando el cuadripolo se carga con — N
Z02

e Cuando en la entrada se conecta una
impedancia Z01 = Zg, la impedancia
de salida del cuadripolo debe ser igual
a Zo02. —

Recordemos las expresiones de las impedancias de entrada y salida
determinadas en el punto 8.

201 & Zo2

71 = A-Zc+B Z2:D-Z1—

B
C-Zc+D C-Z1-A
Aplicando las reglas anteriores:

A-Z02+B

01 = —————
C-Zo2+D

_ D-(-Zo1)-B _ D-Zo1+B En esta ecuacion se ha tenido en cuenta que
~ C-(-Zo1)-A  C-Zo1+A debido al signo de la corriente I1, Zo1 = —Z1

202

De las dos ecuaciones anteriores se pueden despejar Z01 y Zo2.

Primero eliminamos denominadores.

La primer ecuacién queda: C.Z02.Z01 + D.Zo1 = A.Zo2 + B
y la segunda: C.Z02.Z01 + A.Zo2=D.Zo1 + B
Restandolas: D.Zo1 + A.Zo2 = A.Zo2 + D.Zo1
Zo1 A
= 2-D-Zoi=2-A-Zoo = —=—
Zozo D
Y suméndolas: 2.CZ02.Z01 + D.Zo1 + A.Zo2 = A.Zo2 + D.Zo1 +2.B

= 2.-C-Z01-Z02=2-B = ZomZoz:%
Multiplicando y dividiendo estos resultados obtenemos ambas impedancias caracteristicas:

_[AB _[BD
Z01= D_C Z02= —C-A

Considerando las impedancias de entrada y salida, de vacio y cortocircuito,
expresadas en funcion de los parametros transmision, segun se determinaron
en el punto 8, resultan:

201 = NZ1v-Zlc 'y Z02 =~NZ2v-Z2c
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Se observa que para un cuadripolo simétrico, en el cual A = D, se verifica el
resultado obtenido en 9.2:

701 = 702 = 70 = E=J21v-21c=Jzzv-zzc

10. TRANSFERENCIAS
10.1 Definicion
En un cuadripolo, recibe el Vi l4
nombre general de transferencia,
el cociente entre una variable del T Y
; % 12

puerto de entrada y una variable Vv

i 2
del puerto de salida. Transferencia Trans-
Como en cada puerto tenemos de tensiones | admitancia(*)
dos variables (corriente y tension),
podemos definir 4 transferencias Zi» T,
con los nombres y simbologia l,
mostradas en el siguiente cuadro. Trans- Transferencia
(Las variables de las columnas se impedancia(*) | de corrientes
dividen por las de las filas).
Las inversas de estas relaciones, (*) En algunos libros se llaman transferencias
es decir los cocientes entre cada de punto impulsor (driven point en inglés)

variable del puerto de salida (en

las filas) y cada una de las del

puerto de entrada (en las columnas), también tienen el caracter de
transferencias. Tendriamos entonces 4 transferencias del tipo entrada/salida y
4 del tipo salida/entrada. A los fines de cualquier teoria es redundante tratar
ambos tipos, ya que uno deriva en forma inmediata del otro. En particular, la
teoria de cuadripolos emplea las transferencias del tipo entrada/salida.

10.2 Calculo de las transferencias

Interesa calcular las transferencias de un cuadripolo en funcion de sus
parametros. Naturalmente también dependeran de la carga del cuadripolo.

Para este célculo, los mas adecuados resultan los parametros transferencia.
Partiendo de las ecuaciones correspondientes:

Vi =A.V, +B.l,

|1 = CV2 + D. |2
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De la primer ecuacién:

VvV, I, B
dividiendo por V; TV—_Z—A+B'V2—A+Z_C
o W v,
y dividiendo por I» 212:I_ZA.I_+B:A.ZC+B
De la segunda ecuacién: 2 2
. I v
dividiendo por I, Ti=-l=C.-24D.=C-Zc+D
I, I
2
I b D
ividien rv Y,,=—=C+D-—==C+—
y dividiendo por Vz 12 V2 V2 7

Estas ecuaciones permiten calcular las transferencias para cualquier tipo de
cuadripolo, con excepcion de los que contienen fuentes independientes, para
los cuales no se pueden definir los parametros.

10.3 Transferencia de impedancia imagen

Se llaman transferencias de impedancia imagen, las transferencias de tensién
o corriente de un cuadripolo pasivo y simétrico, cuando su impedancia de carga
es igual a su impedancia imagen (Zc = Z0).

Reemplazando Zc por Z0 en las ecuaciones generales de Tv y Ti, y teniendo en
cuenta que en los cuadripolos pasivos y simétricos:

70 = \/% ;A =D por simetria, y A2 —-BC =1 por pasivo

Tv=A+-B_—A+JBC=A+VA2_1

\/§
Resultan: C

Ti=C-\/%+A:«/BC +A=A+VA2 1

Se observa que las ecuaciones para hallar Tv y Ti son iguales y dependen sélo
del parametro A.

A es la transferencia de tension con la salida en vacio (I.=0) y D (igual a A en
cuadripolos pasivos y simétricos) es la transferencia de corriente con la salida
en cortocircuito (V2=0).

A=—1L

A% I
2lL=0 2lv2=0
Esto surge de las ecuaciones que definen los parametros A y D:

A =D si son simétricos

0 bien de las ecuaciones generales de Tv y Ti, considerando Zc=« para la
condicién de vacio y Zc=0 para la de cortocircuito.
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Examinemos mas en detalle los valores que pueden asumir estas
transferencias cuando el cuadripolo es excitado con tensiones sinusoidales.
Dada la simetria entre una y otra transferencia, podemos trabajar con Tvy
extender los resultados a Ti.

En primer lugar, debemos notar que V1 y V2 son magnitudes complejas.
v
‘ 1 Bl \V4

Tv = —| L

‘VZ“Bz _ V2 51—52

También se puede escribir:

= |TV”[3

Tv =|Tv|-ejB =[Tv|-(cosB+jsenp)

A%
con: |TV|=V—1 y B=B,-B,
2

Estas ecuaciones son generales para cualquier circuito de dos pares de
terminales.

El médulo de la transferencia suele llamarse razon de atenuacion. Nos dice
cuantas veces mas chica es la tension de salida que la de entrada, o dicho de
otro modo, cuantas veces el cuadripolo atenua la tensién aplicada a la entrada..
Por ejemplo, si |Tv| = 5, ello significa que la tension de salida es la quinta parte
de la de entrada. Valores menores que 1 indican que la tension de salida es
mayor que la de entrada; entonces se dice que el circuito, en lugar de
atenuacién, produce ganancia.

Por su parte, B, el argumento de Tv, se llama factor de fase. Nos indica el
desfasaje entre las tensiones de entrada y salida, o bien, qué atraso le produce
el cuadripolo a la tensién aplicada. Por ejemplo, si B = 309, ello significa que la
tensién de salida atrasa 30° a la de entrada. Valores negativos de 3 indican que
el cuadripolo produce adelanto de fase.

Factor de atenuacion - Nepper

Por diversos motivos es conveniente establecer una unidad logaritmica para
medir la atenuacion.

Entonces, asi como la razén de atenuacion es el médulo de Tv, su logaritmo
natural se define como factor de atenuacion, y se mide en Neppers (se abrevia

Np):
Vl
a[Np] =In|Tv|=In|—
V2

Para obtener la razon de atenuacién en funcién del factor de atenuacién a:

Vv
|TV| —L =l
2
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La transferencia se puede expresar en funcion de los factores de atenuacién
(a) y fase (B):

Tv =|Tv|-ejB _e¥.glB _g0HB _ gV

Donde y = a + jB se llama Transferencia compleja

Continuando con el factor de atenuacién, se observa que si |[Tv| = 1, caso en
que el cuadripolo no atenua ni tiene ganancia, a = 0.

Si [Tv| > 1, implica atenuacion y a > 0.
Si |Tv| < 1, implica gananciay a < 0.

Esto trae como ventaja para las representaciones graficas que el plano se
divide por partes iguales entre las condiciones de atenuacién y ganancia.

El gréafico de la figura es un ejemplo de a
variacion del factor de atenuacion de

un cuadripolo en funcién de la —

frecuencia. Se observa que en un \ w
rango de frecuencias comprendido |

entre w1 y w2, el cuadripolo tiene w1\_Jw2

ganancia, mientras que para el resto de

las frecuencias produce atenuacion.

ATENUACION

GANANCIA

Factor de atenuacion en decibeles

Asi como el Nepper (Np) da una medida de la atenuacién en una escala
logaritmica natural, el Bell (B) hace lo propio en una escala logaritmica decimal.
Sin embargo, el Bell no se defini6 a partir de la relacion de tensiones sino de la
relacion de potencias:

V, P
Np|=In—{=In|T a[B] =log |-
dnpl=tn =Ty aiBl=log
Mas usado es el decibel (dB), que es una subunidad del Bel: 1 B = 10 dB.
Entonces:

o[dB] =10 log Iz

1
2

Las siguientes son las potencias cuando la carga es la impedancia imagen.

Notese que se divide por 5 5
las resistencias (no las v: v p = vy_r
impedancias) pues se trata P = = y 2 R R

de potencia activa ¢ 0

= of[dB]=10 logL —L
2

=20 log

— 20 log ‘TV‘

2
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Podemos establecer una relacion entre el decibel (o el Bel) y el Nepper si
despejamos |Tv| en sendas ecuaciones del factor de atenuacion.

a/dB
=Pl g 20

Aplicando logaritmo decimal podemos hallar aldB| en funcién de a[Np] y
viceversa si aplicamos logaritmo natural.

=  o[dB]=20loge-o[Np] y  o[Np]= In10 -aldB]
H_J
8,686 0,115

Ejemplo 4

Encontrar un cuadripolo pasivo adaptado a la carga que produzca una atenuacién de 10 dB
cuando se lo carga con una impedancia de valor 10 + j10.

La adaptacién a la carga se produce cuando Zo = Zc = 10 +j10.

Proponiendo un cuadripolo simétrico tipo T, tenemos 2 incognitas: Zs y Zp. Debemos tratar de
relacionarlas con las 2 condiciones del problema: el valor de atenuacién y la impedancia
caracteristica. Comenzando con esta ultima:

Zo=A~Z1v.Z1c
— -
Zs Zs Donde: Zs-Zp
Ziv=27Zs+2Zp Zic=2Zs+
Zp Zs+2Zp
= Z0=y2s?+2.Zs:Zp =10+]10=14,1
= Zs?+2:Zs:Zp=200],, a)

Aplicando la otra condicidn, es decir a = 10 dB (o sea 1 Bel), lo que equivale a [Tv| = 10'=10,

Tv=A+VA%2-1=10

para un cuadripolo cargado con su impedancia imagen,

101

De alli: (10-A2 =A%-1 = 100-20-A=-1 20 =A
A es la atenuacion del cuadripolo en vacio, o sea: A Zs+Zp 101 b)
Zp 20
. P 20
Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas. De b) Zp :EZS
Reemplazando en a)
> 40 » o 121
262 422757 20000 = Zs? =200 = |Z5=813,5] ¥ [ZP=2,g
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Ejemplo 5

Con una carga Zc = 10 - j10, la atenuacién de un cuadripolo simétrico tipo T es de 1,28 Np y la
constante de fase, 8 = 147,3°. Suponiendo que la impedancia de la “pata” de la T, Zp=10Q
(resistiva), hallar las impedancias “serie”.

El médulo de la transferencia es e ; entonces: si a=128Np = % =36
2
Luego:
V B
T=—t=A+—=36| _
V2 ZC 147,3

Si ponemos A y B en funcion de las impedancias de la Te, Zs y Zp, podremos despejar Zs.

Zs Zs

[2=0
A=Vl _ Zs+7Zp — =
A 7 Vi1 V2
bo=o P Zp=100
Zs Zs
— > I2
Vi1
B=—+ Vi V2-0
12 v2-0 Zp=10Q
V, z V,-Z z 7s* +27s7
12 — 1 . p — 1 p :Vl . 5 p = B:u
Zo4 7sZp Zs+Zp Zs(Zs+Zp)+Zs-Zp 7s” +27pZs Zp
Zs+7Zp
Luego,
2 2
T:A+£:3,6| = 34j2= Zs+Zp+ Zs® +27sZp _Zs-Zc+Zp-Zc+7s” +27sZp _
Zc 147.3 Zp Zp-Zc Zp-Zc

Reemplazando valores (Zc=10-j10 y Zp=10),

Zs(10—j10)+10(10—j10)+Zs? +2.Zs-10 _ Zs? +(30—j10)-Zs+100—j100 _
10(10-10) 100100

-3+j2

—  Zs>+(30—10)- Zs+200— j600 = 0

Resolviendo esa ecuacién de segundo grado y descartando la solucidén con parte real negativa,
gue implicaria una resistencia negativa:

oo —3O+j10i\/(30—j10)2—4'(200—j600) _ —30+j10+,/j1800 _ —30+j10+(30+]30)
B 2 - 2 - 2

Zs=j20

Cuando en un problema de este tipo, ambas soluciones tienen parte real negativa, significa que
no hay una solucion eléctrica. En cambio, la parte imaginaria, que representa la parte reactiva,
puede ser positiva (inductiva) o negativa (capacitiva).
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Ejemplo 6

Un generador tiene una impedancia
interna inductiva pura de 10 Q, y se

acopla a una carga resitiva de 20 Q. 200

Hallar los valores de las impedancias Zs
y Zp del cuadripolo de la figura, de
manera que se logre la mejor adaptacién
del generador y la carga.

Se trata de una adaptacién asimétrica. Hay que lograr que Z01 sea igual a la impedancia del
generador y Z02 a la de la carga. En el punto 9.3 vimos como se obtienen estas impedancias.

Zoz:J%:«/sz-ch Zo1= S—E:\/Zw-Zm

En este problema parece mejor emplear las férmulas con las impedancias de vacio y
cortocircuito.

Zs-Zp
Zs+2Zp

2
Zs+2Zp

Trabajamos estas 2 ecuaciones para hallar Zp y Zs.

Z1v=2p Z1c = Zov=27s+27Zp Z2c=27s

Entonces:

Zp2.Zs
ﬁﬁgz ) Zs-(Zs+2Zp)=2c® (2

En general, para simplificar la resolucién de este tipo de ecuaciones de segundo grado, hay
que tratar de aprovechar el hecho de que tienen términos comunes. En este caso, podemos
despejar Zs+Zp de la segunda ecuacion y reemplazarlo en la primera:

2
Zs+Zp:ZL
Zs
Zp?-Zs 5
5 =79 = Zs-Zp=2g-Zc
Zc
Zs

Reemplazando en la ecuacion (2), nos queda como Unica incégnita Zs.
Zs?+79.2c=2c® =  7s’=Zc.(Zc-2Z9) =  Zs=+Zc.(Zc-Zg)

En (1):
2 ZC2
2 29°-—— 2 5.2 2 5.2
2:Zg (Zs+2Zp) 7s :Zg -Zc®  Zg®-Zc 2 Z9.Zc

Zp = =

= = p=——
Zs Zs zs2  Zc-(Ze-Zg) JZc(Zc-Zg)

Para los valores de este problema:

— 21,14 4
Zs=4202-20-j10 =10-/4-j2 = 1 oy

= 2115 0,100 166,7°

_ZgZc __j10-20 _~ 9lgeq
Zs 211 45 = 9.503,g2_180 =95l 76,72

Zp
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Debe notarse que las raices cuadradas generan dos soluciones desfasadas 180°. Las ubicadas
en el segundo y tercer cuadrante del plano complejo deben descartarse pues la parte real,
correspondiente a la parte resistiva, es negativa. En este caso:

Zs=211,, =2053-j485 y  Zp=9J . =218-j9.24

CUADRIPOLOS marzo 2010.doc Pagina 39 de 40



ELECTROTECNIA II TEORIA DE CUADRIPOLOS

ANEXO 1 - TABLA DE CONVERSION DE PARAMETROS

Notas: e Las matrices de cada fila son equivalentes.
e Elfactor que precede cada matriz multiplica cada uno de sus elementos.
e A simboliza el determinante de una matriz (AX = X11.X22 — Xq2.X21)

[Z] [Y] [r] [r]” [H] [G]

Zy1 Zy2 Yoo -Yi2 A AT D 1 Ah  hyp 1 -0
[Z] 1/Ay 1/C 1/C’ 1/hgs 1/911

Zpy Zp “Yo1r Y14 1 D AT A -hyy 1 021 Ag

Zop Zy2 Y11 Y1z D -AT A - 1 -hp Ag 012
[Y] 1/Az 1/B 1/B’ 1/h11 1/922

“Zo1 Zyq Y21 Yoo -1 A AT D hzy  Ah “Oo1 1

Z11 Az -Yoo -1 A B D’ B’ -Ah -hy4 1 J22
[T] [1/z2 1/y24 1/AG* 1/hy; 1/921

1 Zoo -Ay -Y11 C D C’ A 'h22 -1 J11 Ag

Zyp AZ Y1 -1 D B A" B 1 hy -Ag -0z
[T1" [1/z12 1/y12 1/AT 1/hy2 1/912

1 Z14 'Ay -Yoo -C A C D’ h22 Ah 'g11 -1

Az Zy; 1 -y B AT B 1 hy1  hys Q22 -O12
[H] 1/222 1/Y11 1/D 1/A’ 1/Ag

2 Y21 Ay -1 C -AT”! C hat oo -021 911

1 -zp Ay Y2 C -AT c -1 hoe  -hiz 11 012
[G] 1/211 1/YQ2 1/A 1/D’ 1/Ah

Zy Az Yor 1 1 B AT B’ -hay hyy g21 Q22

Simplificaciones de parametros para redes reciprocas y redes simétricas

Red )
pasiva  Z12= %t Y12 = Ya1 AT =1 AT =1 hip =- hyy Ji2 = - Q2
Red o

simétrica 211 = 222 Y11 = Yoo A=D AN=D Ah =1 Ay =1
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