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CONTENIDOS

Interpretacion de gréficas. Elementos caracteristicos de las funciones:
dominio, imagen, raices. Crecimiento y decrecimiento. Extremos. Fun-
cion lineal. Rectas paralelas y perpendiculares. Sistemas de ecuacio-
nes. Funcion cuadratica. Funcién exponencial y logaritmica. Funciones
polindmicas.

INTERPRETACION DE GRAFICAS

SITUACIONES
PROBLEMATICAS
RESUELTAS

{é}@ Situaciones Problematicas

Se propone resolver los siguientes problemas para iniciar el desarrollo
del tema.

1) Dos excursionistas proyectan una caminata hasta un refugio de mon-
tafa, que se encuentra a 18 km de la ciudad. Para orientarse, cuentan
con un perfil del trayecto y un gréfico distancia —tiempo confeccionado
por un grupo que realizd la caminata el mes anterior. Observando el
grafico, responder:

a) ¢ Cuantos kildbmetros recorrieron aproximadamente hasta llegar al
primer descanso? ¢ Cuanto tiempo se detuvieron?

b) ¢ Cuantos kilbmetros recorrieron desde ese lugar hasta alcanzar la
primera cima y cuanto tiempo tardaron en subirla?

Q) ¢Cuantos kilometros hicieron en bajada? ¢ Les llevd menos tiem-
po?
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2) Asociar cada gréfica a las situaciones dadas. Fundamentar respuestas.

/

a) Recorrido realizado por un micro urbano.

b) Paseo en bicicleta parando una vez a beber agua.

Q) Distancia recorrida por un auto de carrera en un tramo del cir-
cuito.
d) Un cartero repartiendo el correo.
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3) La siguiente grafica nuestra el crecimiento de una persona cada 5

anos:

. |ESTATURA | | |

oot . |

EDAD

a) ¢Cuanto midio al nacer?
b) ¢A qué edad alcanza su altura méxima?
Q) ¢En qué periodo crece mas rapidamente?
d) ¢Qué intervalo de nUmeros pueden tomar la edad vy la altura?
e) ¢Por qué se pueden unir los puntos?
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INTRODUCCION A LAS FUNCIONES

En los problemas anteriores, las situaciones se representaron mediante grdficas realizadas en
sistemas de ejes cartesianos.

Recordemos que un sistema de ejes cartesianos se utiliza cuando se requiere representar
puntos en el plano, lo cual necesita de dos rectas perpendiculares, con un centro de referen-
cia, llamado origen, el cual se identifica con el punto

0, 0).
Sistema de Ejes Cartesianos
]
L)
3
a
I
B
4 K 2 a [ F 3 1
. -t
1 L = 1 L

Mirando los problemas iniciales, podemos deducir, tambiéen que:
Problema 1: La distancia depende del tiempo.
Problema 2: La estatura depende de la edad.

Por lo tanto, las situaciones relacionan dos magnitudes o variables, dependiendo de la na-
turaleza fisica de cada situacion.

Convencionalmente, se grafican las variables independientes en el eje horizontal y las
variables dependientes, en el eje vertical. Puede el lector, verificar esto Ultimo en las grdficas

iniciales.

Estas dependencias entre las variables de situaciones fisicas, quimicas, mecdanicas, economi-
cas, pueden funcionar para resolver problemas, si verifican ciertas condiciones. Por ello, las
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relaciones pueden ser funcionales o no. Las relaciones funcionales o simplemente FUN-
CIONES, se utilizan entonces para modelizar (ver Unidad 1) situaciones de todo tipo, por
ejemplo:

. La distancia que llega un proyectil en funcion del tiempo empleado.
Variable independiente: tiempo. Variable dependiente: distancia.

. El costo de un producto en funcién de la cantidad fabricada.
Variable independiente: cantidad fabricada. Variable dependiente: costo.

. La altura que alcanza un lanzamiento en funcién de la velocidad inicial.
Variable independiente: velocidad inicial. Variable dependiente: altura.

Por lo tanto, para que una relacién sea funcional no debe haber ambigUedad para deter-
minar, por ejemplo, univocamente los elementos de la variable independiente y conocer con
certeza los valores que va tomando la variable dependiente. Concluimos que:

Una relacion entre dos variables es funcién si a cada valor de la variable
independiente le corresponde un Unico valor de la variable dependiente.

EJEMPLOS EJEMPLO 1
RESUELTOS

Indicar si las siguientes relaciones son funciones:

a) Temperatura de una persona tomada cada 4 horas.
b) Relacién de cada nimero entero con su triple.

) Temperaturas maximas y minimas de los pacientes de un hospital.

RESPUESTAS

a) Es funcion ya que cada cuatro horas tendrd una Unica temperatura.
b) Es funcion ya que cada numero entero tiene un Unico triple.

) No es funcién ya que un paciente puede tener dos valores distintos de
temperaturas maxima y minima.
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EJEMPLO 2
Identificar en los siguientes ejemplos la variable independiente y la dependiente.

a) Gasto de nafta y velocidad de un automouvil.
b) Area de un cuadrado y longitud de sus lados.

) Numero de pdginas de un libro y su grosor.

RESPUESTAS

a) Variable independiente: velocidad.
Variable dependiente: gasto de nafta.

b) Variable independiente: longitud del lado.
Variable dependiente: drea del cuadrado.

o) Variable independiente: nUmero de pdginas.

Variable dependiente: grosor.

Ahora bien, tomando los ejemplos anteriores, en cada uno, hay valores de las variables
independientes que no podrian existir. Por ejemplo, en el caso de la velocidad del automovil,
la variable independiente, no puede ser negativo, al igual en este caso que la variable
dependiente, el gasto de nafta. Se denomina Dominio al conjunto numérico que puede
tomar en el contexto del problema. EI Dominio es un subconjunto de los nUmeros reales,
generalmente cuando se modeliza mediante funciones reales.

La imagen corresponde a los valores que toma la variable dependiente.

TERMINOLOGIA UTILIZADA

Es el eje horizontal, que representa a la

EJE DE ABSCISAS

variable independiente o bien, eje x.
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EJE DE | Eselejevertical, que representa a la
ORDENADAS variable dependiente o bien, eje y.

A

El dominio de una funcioén f es el conjunto de todos los valores que puede
tomar la variable independiente. Se lo simboliza Dom (f).

La imagen de una funcién f es el conjunto de todos los valores que toma la
variable dependiente. Se lo simboliza Im (f).

Las funciones pueden ser representadas mediante grdficas, como han sido los problemas
iniciales.

Para obtener la grafica de una funcion se puede partir de una tabla de valores, representan-

w o

do los puntos del plano (x,y), donde la valores de “x” corresponden a la variable independi-

w0

ente y los valores de "y” corresponden a la variable dependiente.

Los puntos indicados se unirdn si la variable independiente puede tomar cualquier valor real
en el intervalo estudiado. La recta o curva resultante es la grdfica de la funcion.

RELACIONES NO FUNCIONALES

EJEMPLOS EJEMPLO1
RESUELTOS

El peso de una persona, ¢es funcion de su altura? Se ha consultado mediante
una encuesta a personas y se obtuvo este grdfico. La relacion, jes funcion?
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¥ - No es una relacién funcio-
. o 5 nal, dada la altura de una
-
- . C persona no se puede deter-
. .

4 N, minar su peso exactamente.
= - ., , e
» LI . Hay una relacion estadistica

Lo -

3 . ya que dada una altura de-
7 - .

. terminada se puede esperar

que el peso este en un cierto

“wo mA W N M0 WA T W 2D ERam
intervalo.

EJEMPLO 2

La siguiente grdfica, ;corresponde a una funcién?

El grdfico no corresponde a una funcién ya
que hay elementos del dominio que tienen

mds de una imagen.

Por ejemplo:
f3)=2y f3)=4

>
s I

EJEMPLO 3
La siguiente grdfica, ;corresponde a una funcién?

Como no se define el dominio de la relacion,

g o4 analicemos dos posibilidades:
4 ] ,
) a) Si el f=115] entonces el elemento
i 3 no tiene imagen y no cumple con una
- .y fy
condicion para ser funcion, por lo que la re-
lacion con ese dominio NO es funcion.
i i i i 'l
. b -
1 2 3 4 5 x

b) Siel Domf f=[1,5]— {3}, el elemento 3 no forma parte del dominio, por
lo tanto, con el dominio asi definido, la relacién Sl es funcién.
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Esto significa, que hay que analizar con detalle y observar con cuidado, las

definiciones de las funciones, sobre todo el dominio, que indica el campo de

desarrollo de ese modelo matemdtico.

)

10

ACT|V| DAD 1) La velocidad de un mévil en funcion del tiempo que recorre 1 Km. se
representa por la gréafica siguiente:

VELOCIDAD (km/h)

3 4
TIEMPO (horas):

a) ¢Cudl eslavelocidaden t=1
hora?

b) Al aumentar el tiempo, ¢a
qué velocidad tiende el movil?

c) ¢Es una funcion creciente o
decreciente?

2) La altura que alcanza una pelota arrojada hacia arriba en funciéon del
tiempo se representa mediante la grafica siguiente:

: AL':t:'URI:\ (m:)

!

]

?

:

0 1 2 34

a) ¢Cuadl es la variable inde-
pendiente y cudl es la variable
dependiente?

b) ¢ Cudl es la altura méxima y
en qué tiempo ocurre?

c) ¢En qué intervalo de tiem-
po la funcién crece y en cudl
decrece?

d) ¢Cudl es el dominio y la
imagen de la funcion repre-
sentada en el gréfico?
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3) Analizar si las siguientes graficas corresponden a funciones y en ese
caso, escribir el dominio y la imagen:

a) Al b)

4) Escribir el dominio de las siguientes funciones:

3)
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b)

ANALISIS DE FUNCIONES

Ademds de la representacion grdfica de una funcién, se utiliza una simbologia especifica

algebraica, la cual se detalla a continuacion.

¥ 1 Doman i — Codomin io | »= f{x} | os decir, si el dominio es el conjunto de los nUmeros

reales y el codominio son los nUmeros reales positivos, la funcion se expresaria simbdlica-

w

mente como: f:% — %"y =f(x), donde la “x” es la variable independiente y |

la variable dependiente, ademds de representar a las imdgenes de cada valor que toma el

dominio.

CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE LAS FUNCIONES

El crecimiento de una funcién se puede visualizar rdpidamente con una inspeccion en el

grdfico, pero se comprueba ademds, analiticamente que, a medida que la variable indepen-

diente aumenta, la variable dependiente también aumenta. Simbdlicamente:
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f(x2)

Una funcién es creciente en
un intervalo, cuando dado
dos puntos cualesquiera del

f(x) mismo se verifica que
Six, <x, = f(x1)< f(x,)

f(x2)
Una funcién es decreciente
en un intervalo, cuando dado
dos puntos cualesquiera del
mismo se verifica que

Six, <x, = f(x )> f(x,)

()

Xy Xz

Para avanzar en el estudio de los modelos funcionales, revisaremos el caso mds bdsico, el

de la funcion lineal,

EJEMPLOS EJEMPLO1
RESUELTOS

La grdfica siguiente muestra la evolucién de la temperatura de un nifo en-

fermo a lo largo de 5 dias.
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lemperatura (°C)
¥

Observamos que el primer dia la temperatura subié hasta llegar a los 39°, El
segundo dia empeoré y la temperatura siguio subiendo hasta los 40°. Al tercer
dia empezd a mejorar y la temperatura descendié hasta los 38°. El cuarto
dia la temperatura siguié bajando hasta los 36,5° y el quinto dia la tempera-
tura se mantuvo en 36,5°, mejorando la situacion del paciente. Por lo tanto,

matemdticamente:
. La funcion es creciente en el intervalo (0,2) de los valores de la variable
independiente, es decir, los dias.
. La funcion es decreciente en el intervalo (2, 4).
. La funcién es constante en el intervalo (4,5).
i i i
funcién creciente funcién decreciente funcién constante
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EJEMPLO 2

Dado el siguiente grdfico de una funcién, los intervalos de crecimiento,

decrecimiento, dominio e imagen son:

Creciente en (—3,0) U (3,6)
Decreciente en (—-6,3) U (0,3)
Constante en (—9,-6) U (6,8)
Dominio: [-9,8]

Imagen: [-1,4]
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)

ACTIVIDAD 1) Dado los siguientes graficos, escribir los intervalos de crecimiento,
) decrecimiento, dominio e imagen de las funciones representadas:
ANALISIS DE

FUNCIONES 2

3 I
-1
b)
fl i
?.n.

meses
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FUNCION LINEAL

SITUACIONES

PROBLEMATICAS {g}-@ Situacion Problematica

Los buzos aficionados pueden bucear
hasta una profundidad aproximada
de 40 metros con un tubo de aire
comprimido comun. Un buzo que se
sumerge hasta una profundidad h en
el océano experimenta una presion

N
P, que se representa por. P =Py +ph, donde p, =101325 el

. L . N
la presion atmosférica al nivel del mary p ~ 1027 — es la constante
m

que representa el peso especifico del agua de mar. Esta relacion entre la

presidnylaalturasemodelizaconunafuncionlineal: p = 1027.h +101325

L 0

.
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Es importante notar que el dominio, en este caso, puede tomar valores
negativos, que corresponderian a puntos por encima de la superficie del
océano. De la férmula obtenida, se concluye que si un buzo se encuentra
a 10 metros de profundidad, debera soportar una presién que resulta de

calcular

p(10) = 1027.10 + 101325 - 111595 r::ﬁ

)

ACTIVI DAD 1) Una empresa de taxi de la ciudad, cobra la bajada de bandera (costo
fijo) a $ 10,10 y luego $1,10 por cada kilémetro recorrido. Completar la

FUNCION tablade distancias y graficar en un sistema de ejes cartesianos detallando
LINEAL las unidades de los ejes y la magnitud que representa.

Distancia Precio final
(km.) (%)
0
5
10
20
50

Escribir la funcion que modeliza la situacion. Identificar el dominio e
imagen.
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2) Graficar en un sistema de ejes cartesianos las siguientes funciones
mediante la tabla de valores sugerida.

a) y=2x+1 by y=-x-2
x y (%)
0
1
2
-1
-2

FUNCION LINEAL

19

En la serie de actividades anteriores han observado que para realizar un grdfico de una fun-
cion es conveniente construir una tabla de valores, en donde asignando valores a la variable
x (independiente) se calculan los correspondientes valores de y (dependiente de los que toma
x), obteniendose los puntos que representardn a la funcion como pares ordenados (x;y). En
esta tabla de valores se asignan los valores a x y se calculan los valores de y, segun el for-
mato que tenga la relacion.,

Si'los grdficos anteriores quedaron representados por rectas, entonces vamos en buen cami-
no.

Hay muchos problemas que se pueden modelizar mediante las funciones de este tipo, lla-
madas lineales, justamente por ser una recta su grdfica.

Podemos identificar dos elementos en esta recta que nos permite graficar sin utilizar la tabla
de valores y simplificar al momento de graficar una funcién lineal.

Como sabemos de la geometria elemental, necesitamos al menos dos puntos para dibujar
una recta.

Analicemos la forma general de toda funcion lineal:
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flx)=y=mx+b, donde “m” y “b” son nimeros reales.

Veamos la interpretacion grdfica de estos numeros.

w0

Para obtener la interseccion de la grdfica con el eje de ordenadas, el eje “y’, la variable in-
dependiente “x” vale cero. Es decir f(0)=y=m.0+b=>b

Por lo tanto, el numero “b” indica la ordenada al origen, es decir, la interseccion de la gra-
fica con el eje de ordenadas.

Con el dato de la ordenada al origen, entonces, tenemos un punto de la recta. Para grafi-
carla necesitamos otro mds. Para encontrarlo, utilizamos el otro dato de la funcion lineal,

el nomero real “m’, que representa la inclinacion o pendiente de la recta, la cual estd re-
lacionada con el dngulo que tiene la recta respecto a la horizontal. Si dicho dngulo es a,
entonces:

unidades wverticales

Pendiente = m = Pendienia = m = =
unedadas honzontales

g

EJEMPLOS EJEMPLO1
RESUELTOS

¢Toda recta que se puede graficar en un sistema de ejes cartesianos representa
una funcion lineal?

L] . [F

-

L & [=1]

La recta x =2, representada en la figura, no representa una funcién ya que no
cumple con los requisitos debido a que para un mismo valor le corresponden
infinitos.
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EJEMPLO 2

Grdficar la funcion f(x)=2.x, utilizando la pendiente y la ordenada al origen.

]
1 Fi
¥ F i
..-"
5 o
-'-I-
i K
3 f."f
i i
i /]:v
r
a a4 sl 1 ] 1
+ =1
v
A 2
b
T
i1 1]
E __-t
-] B
P gy AR
¥
e
i
1 F
e e R T T R
¢ o],
Ne=h &
EJEMPLO 3
y=x-4

En este caso la ordenada al
origen es el punto (0,0). Por
tanto, desde ese punto, para
encontrar otro punto de la
recta, siendo la pendiente de
valor 2, debemos movernos
desde el origen, 2 unidades
verticales (hacia arriba por
ser positivo) y una unidad
hacia la derecha (horizon-
tal).

Observar que entre cualquier
par de puntos de la recta, se
verifica la relacién que indica
la pendiente.

Desde la ordenada al origen, en este caso -4, siendo la pendiente de valor

1, muevo una unidad vertical, hacia arriba, y una unidad horizontal hacia la

derecha para encontrar otro punto de la recta.
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Cuando la abscisa (unidad horizontal)
aumenta una unidad, la ordenada
(ordenada vertical) también aumenta

una unidad.

Como la pendiente m = 1, entonces
tgoa=1=a=45°

EJEMPLO 4

y=-3x+2

Cuando la abscisa aumenta 3 uni-
dades, la ordenada disminuye una

3 :1_ X unidad.
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i
E Como la pendiente m=—,
!
i iy >
N 1 4 v entonces
=] F=" 1 tga=—-3 = a=108°2675, 82~
ol % |
I
i
3T :
|
'F'll rrrrrr
y=-3x+2
EJEMPLO

Determinar la ecuacion de la funcion lineal que pasa por el punto (—2;4) y cuya

pendiente es m = —g . Grdficar.

Primero graficamos con los datos dados. Es decir, marcamos el punto y desde
ahi, utilizamos el valor de la pendiente ya que,

Desde el punto dado, muevo 3 unidades
verticales hacia abajo porque es negativo.

Luego, muevo 2 unidades vertica-
les hacia la derecha. Marco ahi mismo
otro punto y obtengo la recta.

Entonces, el grdfico quedaria como el que se muestra.

23
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Ahora tengo dos puntos de la recta, puedo escribir la funcion lineal o la recta,
sabiendo que cada punto satisface la ecuacion

f(x)=y=mx+b
Entonces, los puntos (=2 ,4 )y (0, 1) satisfacen la ecuacion general de la
funcién lineal, por lo que:

4=—%(—2)+b =b=1 :y:—g.x+1

es la ecuacion pedida de la funcion.

3
Si lo hacemos con el otro punto, seria:1= —E.O +b=b=1,loque verifica
lo hallado antes.

EJEMPLO 6

El sistema ferroviario argentino tuvo sus comienzos en el afio 1857, cuando un
conjunto de empresarios construyeron la primera linea ferroviaria en Argentina;
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ésta unia el centro de la Ciudad de Buenos Aires con los suburbios, a lo largo
de 10 km. En 1870 ya habia 722 km de vias.

Si se observan las vias del ferrocarril, se puede ver que siempre existe un es-
pacio libre en la unién de los rieles. Este espacio es necesario porque el metal
con que se construyen se dilata con el calor. Por eso las vias necesitan ese
espacio, para no curvarse con temperaturas altas. ;Cudnto espacio se debe
dejar? ;Como se sabe?

Estudios de ingenieria han obtenido la relacién entre las distintas temperaturas
y el alargamiento de los rieles, como muestra la tabla siguiente:

Temperatura (° C) Dilatacién ((mm)
-12 1.4
8 1
25 3
50 6
75 9

Si graficamos la tabla, nos queda:

T aimnl

e i L] n un a L W w

Por lo tanto, sabemos que el punto (0, 0 ) pertenece a la recta, entonces en la
forma general de la funcién f(x) =y =m.x +b, f(0)=m.0 + b=0. La ordenada
al origen b =0. Luego tomo otro cualquier punto que pertenece a la recta, por
ejemplo, (8, 1), por lo que satisface la forma general, y quedaria

F(8)=m8+ 0 =1, entonces la pendiente m = g La expresion alge-
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ACTIVIDAD

FUNCION
LINEAL
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braica de la funcion que modeliza el problema es y = %_x, donde x repre-

senta la temperatura y la variable dependiente “y” representa la dilatacion de
los rieles.

1) Dada la siguiente grafica que representa el movimiento de un tren:

Lii e L]
i W
\ .

e vl

El tren sale de la estacion y va ganando velocidad. En su recorrido para
en varias estaciones para recoger viajeros. Después de hacer su trayecto,
el tren regresa a las cocheras sin hacer parada alguna.

Q
~

¢En cuantas estaciones se detiene para recoger viajeros?

b) ¢Cuanto tarda de una estacién a otra?

Q) ¢ Qué distancia hay entre la primera y la Ultima estacion?

d) Indicar los intervalos de crecimiento, decrecimiento o constantes.
e) ¢Cuanto tarda en llegar a las cocheras, después de dejar a los

pasajeros en la Ultima estacion?

|(r

2) Enelano 1896 un cientifico sueco fue el primero en hablar del “efecto
invernadero”, como resultado de las emisiones de diéxido de carbono
en el aire. La quema de combustibles fésiles produce 5,4 millones de
toneladas de carbono al ano, aproximadamente. Estas emisiones son
absorbidas por la atmdsfera y por los océanos. En la tabla siguiente, se
muestra el aumento de la temperatura global que se pronostica para la
tierra, considerada a partir de 1980 en ° Celsius.
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Ano Aumento de
Temperatura ( °C)

1980 0

2000 0,42

2020 0,84

2040 1,26

2060 1,68

2080 2,10

A partir de esta informacion:

a)

Representar graficamente los datos de la tabla en un sistema de
ejes cartesianos.

Determinar la expresion algebraica (funcion lineal) que modeliza
estos datos.

Realizar el grafico de la funcién lineal obtenida.

Interpretar la pendiente y la ordenada al origen en el contexto del
problema.

Predecir la temperatura estimada para los afios 2014, 2030y 2110.

3) La compafia eléctrica que suministra electricidad a las residencias
familiares de un barrio, fija un costo bimestral de $ 15,80 por residen-
cia, si el consumo de energia no supera los 40 kWh. Si el consumo de
energia supera esa cantidad, el costo de energia suministrada puede

representarse por la siguiente funcién lineal: Cix} =980+ (x - 40|0083,
donde x representa los kWh consumidos.

a) Escribir el dominio de la funcidn en el contexto de este
problema.

b) ¢Cudl es la pendiente y ordenada al origen de esta funcién
lineal?

Q) Si una residencia abono $318, ¢ cudl fue el consumo de en-
ergia?

4) Escribir la funcion lineal cuya representacion grafica pase por el pun-
to (3,0) y forme con el eje de abscisas un angulo de 60°.,

5) Hallar el valor de “k” en las siguientes funciones lineales de manera
que cada recta pase por el punto indicado:
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a) 4x+3y-k=0 A=(1-2) b) kx:® 1=0 B=(3,0)

6) Representar graficamente las siguientes funciones lineales e indicar
dominio, imagen, intervalos de crecimiento o decrecimiento:

3
a)y=_zx by y =15x -2 c)y:%x+3
4 1
d x—-2y=-4 e)y=-—X+7 X, Y_q
> 2 3 2

7) Graficary determinar la expresion algebraica de las funciones lineales
que:

a) Tiene pendiente 2 y ordenada al origen 1

b) Tiene pendiente =2 y f (0)=3.

(g

) Corta al eje de abscisas en 4 y al eje de ordenadas en 2

d) Pasa por los puntos (0,0) y (1, 1)

8) Graficar las siguientes funciones lineales en un mismo sistema de ejes
cartesianos:

3 . -
¥=E.IIE ¥ = ;.1.1
3 |
a)|* 2 b) {y ‘q-’i
3 [ ;
=—K=2
._:" Ex |y —%;&:—1

Como seguramente habra observado, las funciones lineales de cada in-
ciso son paralelas.

Comparandolas entre grupos vemos que son perpendiculares.
Por lo tanto, podemos concluir que:

Como seguramente habra observado, las funciones lineales de cada in-
ciso son paralelas.
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Comparandolas entre grupos vemos que son perpendiculares.
Por lo tanto, podemos concluir que:

Si dos rectas son paralelas, sus pendientes son iguales.
Si dos rectas son perpendiculares, sus pendientes son in-
versas y opuestas.

1
9) Escribir la ecuacion de la recta paralelaa y = — X + 1 y que pase por
el punto (-1, 2). 3

10) Escribir la ecuacién de la recta perpendicular a 'y = 2x =3 y que pase
por el punto (—2,-1)

11) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,5)yes

paralela a la recta que pasa por (-2, 3 )y (0, —1). Graficar ambas rectas
para verificar.

12) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, —1) y es
perpendicular a la recta que pasa por los puntos (=1, 4)y (3, 1). Grafi-

car.

13) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (=2, 3 )y (0,
—1). Graficar

" L . 5
14) Escribir la ecuacion de la recta cuya pendiente es — y pasa por el
punto (2, 4). Graficar. 4

15) Escribir la ecuacion de la recta cuya pendiente es _§ y pasa por el
punto (4, 0). Graficar. 7

16) Escribir la ecuacion de la recta cuya pendiente es -2 y pasa por el
punto (1,5). Graficar.

17) Escribir la ecuacién de la recta cuya pendiente es =5 y corta al eje de
ordenadas es —2. Graficar.

18) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (4, =2) y

( §,—1). Graficar.

19) Escribir la ecuacion de la recta que pasa por el punto (-3, 1)y es
perpendicular a la recta definida por: 3 x -4y + 11 = 0. Graficar.
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20) Una represa, cuya capacidad es de 1150 millones de litros, pierde
desde el primer dia 12 millones de litros diarios.

a) Escribir la férmula de la funcion que describe la cantidad de agua
que permanece en la represa cada dia. Graficar

b) ¢En cuanto tiempo se vacia la represa?

Q) ¢En qué momento tendra 70 millones de litros?

21) Se sabe que la demanda de entradas para un espectaculo A, cuando
la funcién es gratis es de 60 entradas, y cuando el precio es de $ 1,80
no se vende ninguna. ¢ Cual es la ecuacién de la demanda en funcion del
precio si tiene un comportamiento lineal?

22) Hace cinco afios, habia 500 embarcaciones nauticas en una guarderia.
Como consecuencia de la buena gestion de la comision directiva la
cantidad ascendié a 4000. Suponiendo que el crecimiento se produce
en forma lineal:

a) Expresar mediante una formula la cantidad de embarcaciones en
funcion del tiempo.

b) Indicar aproximadamente cuando llegarad a 10000 embarcaciones.

Q) Realizar un grafico cartesiano de la situacion.,

23) Una empresa que fabrica clavos alquila un pequefio galpon. Aunque
no haya produccion debe pagar el alquiler de ese local y abonarles el
sueldo a dos operarios, lo que implica un gasto fijo mensual de $ 3000,
Si hay produccién de clavos, tiene un gasto de materia prima. La funcion
asociada al gasto mensual de la empresa se modelizd por la funcién:

a) ¢ Qué representa la x? ;Qué representa la g(x)?
b) ¢ Qué significa en este caso la ordenada al origen?

Q) Graficar y a partir del grafico estimar g (200) y g (400)

24) Escribir la expresion algebraica de cada recta y en los casos que sea
funcién la definicion de la misma:
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SISTEMAS DE FUNCIONES LINEALES

32

SITUACIONES
PROBLEMATICAS
INICIALES

{@}@ Situacion Problematica

En el problema 1 de las Actividades correspondientes a Andlisis de fun-
ciones, se planted la situacién de costos de una empresa de taxi, el cual,
recordamos, cobra la bajada de bandera (costo fijo) a $ 10,10 y luego
$1,10 por cada kildmetro recorrido. En ese momento, la tabla a comple-
tar quedaria de la manera siguiente:

Distancia Precio final (Distancia ; Precio final)

(km.) (%) (x3y)
0 0.1,10 + 10,10 = 10,10 (0;10,10)
5 5.1,10 4+ 10,10 = 15,60 (5;15,60)
10 10.1,10 4+ 10,10 = 21,10 (10;21,10)
20 20.1,10 4+ 10,10 = 32,10 (20;32,10)
50 50.1,10 4+ 10,10 = 65,10 (50;65,10)
X

La expresiéon simbdlica de la funcidn que modeliza la empresa de taxi es:
SR 2R f)=110x+1010

Ahora bien, la situacién con una empresa de remises es bastante distinta
porque cobra $ 6 por kilémetro recorrido, hasta una distancia de 50 km.
Por lo tanto, una tabla de valores similares a la anterior, seria (Comple-

tar):

Precio final (Distancia ; Precio final)

$) (x5y)

Distancia
(km.)

0
5
10
20
50

¥ Secretaria Académica ® Seminario Universitario




Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

La expresion simbdlica de la funcion que modeliza la empresa de remises
es:

(Completar)

Por lo tanto, el grafico de ambas funciones en un mismo sistema de ejes
cartesianos es (Completar)

y f=11°x+10.10

90

80

60

50

40

30

-10/0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Se observa, si se ha realizado el grafico de la otra funcion, claramente,
si una persona piensa viajar mas de ... km, conviene viajar en la
empresa de ...

Por lo tanto, el punto de interseccion entre el grafico de ambas funcio-
nes, que representan dos situaciones problematicas distintas, se utiliza
en este caso para resolver o decidir conclusiones.

SISTEMAS DE FUNCIONES LINEALES

33

Se conoce como Sistemas de Funciones Lineales el formado por dos funciones lineales,

donde el punto de interseccion entre las dos funciones, verifica que pertenece a ambas
funciones simultdneamente.

Como el grdfico de dos funciones lineales son rectas, pueden aparecer 3 casos posibles:

* Secretaria Académica ® Seminario Universitario



Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

1) Las rectas se cortan en un punto. El sistema se llama Compatible Determinado.
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3) Las rectas coinciden. Hay infinitas soluciones. El sistema se llama
Compatible (porque tiene solucion)
Indeterminado (porque son infinitas).

RESOLUCION ANALITICA DE UN SISTEMA DE ECUACIONES

Resolver un sistema de funciones lineales es encontrar los valores de las incognitas que
satisfacen ambas funciones lineales simultaneamente. Repasemos un método para resolverlo.

Método de Igualacion

Consiste en despejar la misma incognita de ambas ecuaciones y como ésta debe ser equiva-
lente entre ambas las podemos igualar, obteniendo de esta forma una ecuaciéon con una
sola incégnita.
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EJEMPLO 1

2x-y =1
X+y=2

Resolver analiticamente el sistema: {

o,

De la primera ecuacion despejamos la variable "y

2x-y=1
2x=1+y
2x-1=y

De la segunda ecuacion despejamos la otra variable “x”:

X+y=2
y=2-Xx

Luego, como el punto buscado, si existe, es la interseccion entre ambas rectas,
resulta que la variable "y” obtenida de ambas ecuaciones son iguales, por lo
tanto:

y=y
2x-1=2-x
2X+x=2+1
3x=3

x=1

w o

Ese valor lo utilizamos para encontrar la otra variable “y’, usando para ello
cualquiera de las dos ecuaciones:

y=2-x=2-1=1

Por lo tanto, la solucion del sistema

y=2x-1=21-1=1 es el punto (1,1)

En este caso el sistema es COMPATIBLE DETERMINADO

Podemos verificarlo grdficamente:
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EJEMPLO 2

Resolver el sistema + x=2y=b
|22 =12+ 4y

oo

Como antes, despejamos “y” de la primera ecuacion:

—2y=—x+6:>y:%x—3 @

o o

Despejamos “y” de la segunda ecuacion:

41:2:—12:\9:%:—3 @

J_,..-r" (9.3}

Se observa que ambas ecuaciones son iguales por lo que al graficarlas resultan

en rectas coincidentes. El sistema tiene infinitas soluciones, formada por todos
los puntos de la recta.

En este caso el sistema es COMPATIBLE INDETERMINADOQO
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EJEMPILO 3
Resolver el sistema: 2X+ y= -3
2y = -4x+2

oo

Despejando “y” de la primera ecuacion:

y=-2x-3 ()

oo

Despejando “y” de la sequnda ecuacion:

y=-2x+1 ()

Resolviendo analiticamente mediante igualacién como en el Ejemplo 1:

—2X—-3=-2x+1
-3=1

Se obtiene algo falso, lo que significa

Y

que el sistema NO tiene solucion.
Grdficamente se observa que son

rectas paralelas.

A
S
\

En este caso el sistema es INCOMPATIBLE
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SINTESIS — SISTEMAS DE 2 FUNCIONES LINEALES

39

Sistemas de dos funciones lineales
con dos incégnitas

Compatibles

Incompatibles

Determinados
(Unica solucién)

Indeterminados
(Infinitas soluciones)

\>’3<
/

\\s

Las rectas se cortan
en un punto
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———

1) Escribir un sistema de funciones lineales para cada representacion

ACTIVIDAD

gréfica.

SISTEMAS DE 5
FUNCIONES
LINEALES ,
A\

Y

. |"\ o uﬁ"i

X ¥Y_o
3 2 , J2x-y=1
i X,y_ 2 ) \ax—-2y—-4-0
5 2 5
y=3x-1 y—-x=2
9 y=-2x+9 I 3y-3x=6
X+2y= 1 1
—y+1=—=x
D B4 —sy+3 9 27772
PR y=3x-2
3Xx+y-2=9 X+y=
© Ix-y+1=6 D 132x—y) = x +1
) 2x -2y =4 2x-y=0
° 2x-y=0 4x =2+2y
- |2x+y=x
 ly-x=2y
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3) Plantear los problemas siguientes armando un sistema de funciones
lineales y resolver.

a) Si el promedio de dos nUmeros es 55 y uno de ellos es el cuadruplo del
otro, ¢cuanto vale el nUmero menor?

b) En una bolsa hay 16 monedas con un valor total de $ 2,20. Las mone-
das son de 5y 25 centavos. ;Cudntas monedas de cada valor hay?

c) Tengo 14 billetes. Unos son de $ 5y otros de $ 2. ;Puedo tener en
total $407

d) Un comerciante compré 18 cuadernos de papel reciclado. Algunos
de ellos costaron $ 5 cada uno, y los otros, $ 7. Pago $ 106 por todo.
¢Cuantos cuadernos de $ 5 compré?

e) Un ciclista que circula por una senda rectilinea a una velocidad con-
stante de 4 m/s, pasa, en un cierto momento, por un puesto de control,
Otro ciclista que circula por la misma senda, pero en sentido contrario, a
una velocidad constante de 3 m/s, pasa por el mismo puesto 20 segun-
dos después. ;En qué instante se encuentran los ciclistas?

f)  Unalumno de la carrera de Agronomia debe preparar una mezcla de
avena y maiz para alimentar al ganado. Cada porcion de avena contiene
4 g. de proteinas y 18 g. de carbohidratos. Una porcion de maiz contiene
3 g. de proteinas y 24 g. de carbohidratos. ¢ Cuantas porciones de avena
y maiz debe incluir la mezcla para cumplir con los requisitos nutricionales
de 200 g de proteinas y 1320 g de carbohidratos por comida?

g) Un economista elabora aproximadamente una funcion polindmica
que responde a los ingresos de una empresa de produccion industrial,
li x) = 40x — 2B80 , donde la x representa la cantidad de afos de co-
menzada la actividad. Por otro lado, un ecélogo elabora otra funcién que
determina los costos econdmicos que sufre el ambiente por el desarrollo
industrial mediante la funcién C (x )= 120x - 10240.

. Encontrar la funcion ganancia total (diferencia entre los ingresos
y COstos).
. Calcular a partir de qué afo hay pérdidas.4

41
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USO DE SOFTWARE MATEMATICO

El uso del software matematico, complementara el proceso de revision
de conceptos. Se recomienda utilizarlos para verificar, probar alternati-
vas, investigar, analizar casos mas complejos, comprobar hipodtesis, etc.

Los programas sugeridos en las siguientes actividades son:

Maxima, es un sistema para la manipulacion de expresiones simbdlicas
y numéricas, incluyendo diferenciacién, integraciéon, expansion en series
de Taylor, transformadas de Laplace, ecuaciones diferenciales ordinarias,
sistemas de ecuaciones lineales, y vectores, matrices y tensores. Maxima
produce resultados con alta precisién usando fracciones exactas y repre-
sentaciones con aritmética de coma flotante arbitraria. Adicionalmente
puede graficar funciones y datos en dos y tres dimensiones.

Se puede descargar desde: _http://sourceforge.net/projects/maxima/files/

El programa “Funciones para Windows” se puede descargar desde
http./www.acienciasgalilei.com/program/program-mates.htm

Sistemas de funciones lineales ecuaciones con el software Maxima

42

Se muestra a continuacion los comandos para resolver el siguiente sistema

. Yy . .
de ecuaciones utilizando el software Maxima:

y=-2x+9

(%il) lipoolve|[y=3-x-1; y=-2 'xt9], il
(hol) [x=2.¥y=5]

| It La manera visual y mas econémi-
Eosscdn L y=3 -1 ca de hacerlo es ir a la opcién
del menu superior: Ecuaciones —
RESOLVER SISTEMA LINEAL y
Verusies 1] agregar las ecuaciones e indicar
e —— las variables tal como indica la

— figura siguiente:

| Ensnodn® | y=-21%x+3
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F— [h—' [ I-:I Esto anterior sirve
e . para .haIIar la sc?luoon
Faslamn |y Bl L LA | analitica de un sistema
i o de ecuaciones lineales.
[T BN el
S Para hallar la solu-
:':' cion gréfica del mismo
- sistema usaremos otro
o software matematico

1
: . ¥ para graficar funcio-
E kl i'El E 2] nes, el FW o Funciones

para Windows.

La ventana donde debe ingresar las funciones aparece en la figura
siguiente:

El grafico serd como el
:x que sigue donde para
encontrar la intersec-
cién que es la solucion
/ analitica del sistema de
ecuaciones dados debe
ir a la opcion del mend
superior 2Fu. — cortes
para que aparezca asf:

Otros simuladores

http://recursostic.educacion.es/descartes/web/indice _ud.php

http./www.fatela.com.ar/Paginas\Web/simuladores.htm.

http./www.educaplus.org/cat-81 -p1-Funciones Matem%C3%A1ticas.html
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ACTlVl DAD Verificar los resultados de la actividad 2 de funciones lineales utilizando

USO DE
SOFTWARE
MATEMATICO

un software matematico a eleccion.,

FUNCION CUADRATICA

44

SITUACIONES
PROBLEMATICAS

é:\o;}@ Situacion Problematica Inicial

Desde un barco que se halla en situacion de emergencia, se efectUa un
disparo, en forma vertical, con una pistola de sefales.

El destello podra verse desde la base naval mas cercana, Unicamente
mientras se encuentre a una altura no menor de 195 metros sobre el
nivel del mar.

Los técnicos que integran la tripulacion estiman que, de acuerdo con
las caracteristicas de la pistola de sefales y con las condiciones en que
se dispara, la altura del destello estard dada por la siguiente formula:

hith= EDr-Bri, donde h es la altura sobre el nivel del mar, en metros,
cuando hayan transcurrido t segundos desde el momento del disparo.

Como todo objeto lanzado verticalmente hacia arriba, el destello que
produce la sefal luminosa ascenderd hasta cierto punto y luego comen-
zara a caer.
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La formula anterior nos permite calcular la altura del destello en cada
instante posterior al disparo.

Completar la tabla para los diferentes tiempos luego del disparo, marcar
los puntos en un sistema de ejes cartesianos y unir los puntos formando
una curva.

320
280
240
200
160
120
80

40

Tiempo Altura
(seg) (metros)

13
14
16

Observar el grafico. Completar las oraciones y contestar las preguntas,

a) El destello estara en el aire durante ..., segundos.
b) Alcanzard una altura maximade ..., MEtros alos ...
segundos.
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Q) Llegard a los 195 metros de altura a [0S ..., segundos y
seguira siendo visible desde la base naval hasta ..., segun-
dos después de haberse efectuado el disparo, es decir podra verse
desde ese lugar durante ..., segundos.

d) ¢A qué altura se encuentra el destello 1 sequndo antes de alcanzar
la altura méxima?

e) ¢En qué otro momento volverd a estar a esa misma altura?

FUNCION CUADRATICA

La curva representada es una pardbola y representa grdficamente a las funciones cuadrdti-
cas que modelizan situaciones como:

. Un proyectil lanzado hacia delante y arriba.

. Las antenas parabdlicas satelitales y de telefonia.
. Los techos de galpones son parabdlicos.

. Los puentes colgantes forman una parabola.

Para resolver problemas utilizando como modelos las funciones cuadrdticas, es importante
graficarlas para visualizar la situacion y poder responder los interrogantes de un problema.
Para graficar una funcién cuadratica sin utilizar una tabla cldsica de valores, podemos utilizar
elementos caracteristicos de la parabola como los son la ordenada al origen, el vértice y las
raices.

Llamamos funcién cuadrdtica a toda funcién de la forma general:

y=f(x)=ax’+bx+c

Término cuadrdtico Término independiente

Término lineal

El término cuadrdtico debe ser distinto de cero, de lo contrario seria funcion lineal.
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Los coeficientes (nUmeros reales) a, b y ¢, son los coeficientes cuadrdticos, lineales e inde-

pendiente, respectivamente.

Los elementos caracteristicos de la representacion grdfica de una funcion cuadrdtica, lla-
mada parabola son:

Raiz \ + / R;iz
X, = 1
/ X
SR Ordenada al origen
Vértice (x;y,) ~
T

Las raices son los valores del dominio en el cual la funcién se anula. Grdficamente se ob-
servan en la interseccion de la pardbola con el eje de las abscisas o eje x. Se calcula con la
siguiente formula que se deduce de anular la funcién y mediante un trabajo algebraico que

permite hallar las raices.

Por lo tanto, grdficamente pueden ser 3 posibilidades, segun el resultado del cdlculo anterior:

ot ;’F
h\‘ ..r’ff N
N7 M

dos raices reales unémpa'g?ré“gf‘ Hfgé'fe
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ninguna raiz real
La ordenada al origen, al igual que la funcién lineal, es la interseccion de la pardabola con el
eje de ordenadas, es decir, cuando se anula el valor de la variable independiente. Analitica-
mente, la ordenada al origen entonces es: 'y =f(0)=a.0° +b.0+c=c, por lo que el

valor del término independiente indica directamente la ordenada al origen o donde la
pardbola cruza al eje de ordenadas.

El valor maximo o minimo de toda pardbola, se conoce con el nombre de vértice, el cual
indica también el eje de simetria, ya que las ramas de la pardbola son simétricas respecto a
este eje. El vértice de cualquier pardbola se calcula de la siguiente manera:

)

48

ACTIVI DAD Se proponen las siguientes actividades a realizar con software matemati-
co, preferentemente graficadores de funciones, como el mencionado

CON USO DE anteso el que maneja el lector
SOFTWARE

1) Graficar, utilizando software matematico, las siguientes funciones
cuadraticas en el mismo sistema de ejes cartesianos:
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aif{x)=x" b} f{x) = 2x* c) fix) =4x®

diffx) = .x* g} f{x) = 2u*

Las funciones anteriores tienen la forma f(x) = a.x2 , donde a es el
coeficiente del término cuadratico.

En base a los graficos completar las siguientes oraciones:

a) Cuanto mayor es el coeficiente cuadratico a, las ramas de la parabola

e) La pardbola corta al eje y (ordenada al origen) en el punto ...,
f) La parabola corta al eje x (raices) en el punto ........cceuvvnee,
g) El vértice de las parabolas es el punto ...,

3) Graficar, utilizando software matematico, las siguientes funciones
cuadraticas en el mismo sistema de ejes cartesianos:

a]f-:gj:;ﬁ +1 b fix) _x?+3 cl ) = X2 -2

. , . 2
Las funciones anteriores tienen la forma f(X) = a.x“ + ¢, donde a es el

coeficiente del término cuadratico y c es el termino independiente.

Secretaria Académica ® Seminario Universitario



Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

En base a los graficos completar las siguientes oraciones:

. Respecto a los graficos anteriores se ha observado un desplaza-
TTHENEO vttt
. Se observa en el grafico que el término independiente nos indica

donde 1a Pardbola ...

. Las parabolas cortan al eje x ( raices) en l0os puntos ...,
. El vértice de cada una de las parabolas es el punto:
Q) s B) v Q) e

. . L 2
4) Graficar, utilizando software matematico: f(X) =3X"+2X y obser-
vando el gréfico completar:

. La pardbola corta al eje y en el punto ...,
. La parabola corta el eje X en los puNtos ...,
. El vértice de la parabola es el punto ...,

Encontrar analiticamente las raices y verificar lo obtenido graficamente

5) Graficar, utilizando software matematico: f(x) = 3x% —2x -1 y ob-
servando el grafico completar:

. La parabola corta al eje y en el punto ...,
. La parabola corta el eje X en los puNtos ...,
. El vértice de la parabola es el punto ...,

Conclusiones
En cuanto al coeficiente cuadratico “a” de una funcidn cuadratica:

. Cuanto mayor es el valor, mas cerrada son las ramas de la parabola.

. Si el coeficiente es positivo, las ramas van hacia arriba.

En cuanto al coeficiente lineal “b”, indica traslaciéon horizontal.

. El coeficiente independiente “c” indica traslacion vertical.
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EJEMPLOS EJEMPLO1

RESUELTOS

Grdficar las siguientes funciones cuadrdticas utilizando la ordenada al origen,

las raices y el vértice indicandolos en el grdfico:

f(x)=-4.x% +9.x—2 —=a=4  b=0 c=2

Raices

_—b++b?-4ac

2.a

EJEMPLO 2

f(x)=x?-4x+4 =&a=1,b=4 c=4

—bi\/b2 -4.ac

X912 = 5 = ¥, =2, X, =2 Raiz doble.
’ .a
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LT / [y

EJEMPLO 3
La distancia que recorre un vehiculo desde que el conductor acciona el freno

hasta el instante en que realmente se detiene el mismo, se conoce como dis-
tancia de frenado.

" Lalzada mojada

. Lelzada seca

Calzada mojada

El tiempo de frenado de un vehiculo incluye dos momentos:

. El tiempo de reaccién es desde que aparece el peligro hasta que el con-
ductor acciona el pedal del freno (linea roja en el grdfico).

. La distancia de frenado es el tiempo que se tarda desde que se pisa el
pedal del freno hasta que se detiene por completo (linea naranja del
grdfico).

Por mediciones realizadas, se puede definir una funcidn cuadrdtica que
modeliza la distancia de frenado (en metros), en calzada seca, de acuerdo con
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ACTIVIDAD

FUNCION
CUADRATICA
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la velocidad (en km/h) que se desplaza el vehiculo. La férmula para la funcion
distancia de frenado es:

d(v) = 0,005.v2

En base a esto, se puede determinar:

Si la velocidad del vehiculo es de 80 km/h, el automovil recorrerd hasta
su detencion desde que el conductor acciona el freno exactamente 32
metros, que se obtiene calculando .

Si la velocidad es de 100 km/h, desde que el conductor pisa el freno
hasta que el automovil se detiene recorrerd 50 metros.

De acuverdo a la Ley de Transito en Argentina, la velocidad mdxima
permitida en zona urbana es en avenidas de 60 km/h ;qué distancia
recorre un vehiculo desde que frena a esa velocidad?

Si estd circulando en autopista a 130 km/h ;cudl es la distancia nece-
saria para el frenado?

Si circulando por autopista en caravana y la distancia que separa del
vehiculo que va delante es de aproximadamente 70 metros ;cudl seria
la velocidad maxima que deberia circular para poder frenar antes de
chocarlo?

1) Graficar las siguientes funciones cuadraticas utilizando la ordenada al
origen, las raices y el vértice indicandolos en el grafico:

alf(s) = x* —6x+8
b) i) =x° ~x-6 Verificar los gréficos utilizando

) =x" +2x-3
d) l{x)=x* - 4x -5

software matematico

M) =x*—x—2
i i

f) ll:n:]=—2:-:z+ %-5

Z
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2) Dentro del proceso de sembrado de truchas, en 1990, se introdu-
jeron 100 de en un lago ubicado en la zona cordillerana de Argentina,
en el cual no habfa registro de su existencia. Al principio la poblacion
comenzo a crecer rapidamente, pero luego distintos factores, entre ellos
la falta de alimentos, determind un decrecimiento. El nimero de estos
salmoénidos para cada ano t si consideramos t = 0 al ano 1990, se puede

modelizar por: St} = —1.1t+ 5t -20].

a. Graficar la funcién desde t= —10 hasta t = 30. ;Qué anos calen-
darios representan estos valores de t?

b. Indicar, a partir del grafico, el dominio de la funcion S para este
problema.
o ¢En qué ano la poblacion de truchas fue maxima? En dicho afo,

;cuantos ejemplares habia?
d. ¢En qué aho comenzo a decrecer la poblacién de truchas?

e ¢En qué ano se puede estimar que se extinguira la poblacion de
truchas en el lago?

3) Una empresa que fabrica juegos artesanales para nifos, en
madera, ha estimado sus ingresos mensuales, en pesos, que se pueden
representar por la funcién I(x) = —4,2.x* + 540X, mientras que sus gastos
(también mensuales y en pesos) pueden calcularse mediante la funcién
G(x) = 6,6x* +180x +1050 , en ambas funciones x representa la
cantidad de juguetes producidas y/o vendidas.

a. Realizar el grafico de las funciones I(x) y G(x) en un mismo sistema
de coordenadas cartesianas.

b. A partir del grafico, estimar el nUmero minimo de unidades que
debe fabricar la empresa mensualmente para que sus ingresos su-
peren los gastos.

o Si definimos el beneficio de la empresa como la diferencia entre
los ingresos y gastos, es decir, I(x) — G(x), escribir la expresion del
beneficio y graficar.

d. ¢Cual es el méximo beneficio que podria obtener la empresa?

e ¢ Qué nivel de produccion de juguetes implicarian gastos extras tal
que producirian beneficio negativo?

4) El nimero A promedio de accidentes de transito registrados en un
dia para el pais, en funcion de la edad x del conductor puede represen-
tarse por la funcién: Alx) =045%% - 41 +1059 donde 18 = & < &
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a) ¢Cuantos accidentes pueden calcularse que serian producto de
jovenes de 18 anos de edad conduciendo?

b) ¢Cuantos accidentes pueden calcularse que serédn producto de
jovenes de 80 afos conduciendo?

Q) ¢ Qué edad de los conductores asegura el menor nimero de
accidentes diarios?

d) ¢Cuantos accidentes pueden esperarse derivados de conductores
de dicha edad?

5) Un proyectil, luego de ser disparado, recorre una trayectoria en
forma de parabola. Los ingenieros han armado una funcidn que permite
calcular la altura h ( en metros ) alcanzada por el proyectil en funcion
del tiempo t (en segundos ) : h(t) = —0,2t% + 2t. Graficar la funcion
encontrada y responder.

a) ¢Cual es la maxima altura alcanzada y en qué momento ocurre?

b) ¢Cuanto tarda en llegar al suelo?

6) Una empresa de viajes estd planificando su oferta para los viajes de
egresados. Uno de los coordinadores (ya egresado) recuerda algunos
conceptos matematicos y arma una funcién que representa la ganancia
g en funcion de la cantidad x de alumnos: gfx) = S00x —10x%*. Graficary
responder:

a) ¢Cuantos alumnos deben ir para que la ganancia de la empresa sea
la maxima posible y cual es dicho monto?

b) ¢ Cuantos alumnos tendrian que viajar para que a la empresa no le
convenga organizar el viaje?

7) Se arroja verticalmente hacia arriba una pelotita de tenis con una
velocidad de 10 m/seg. Su altura en metros sobre el suelo, t segundos
después de haber sido lanzada, esta dada por la funcion:

hit) =105 + 10t — 5t2

a) ¢Cual es la altura maxima y en qué instante la alcanza?
b) ¢ Desde qué altura fue lanzada?

Q) ¢Cuanto tiempo tarda en llegar al suelo?

8) Un grupo de bidlogos estudia las caracteristicas de un lago artificial
en el cual introdujeron un conjunto de peces para analizar la evolucion
de esta poblacion. En un principio, la colonia crece reproduciéndose nor-
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malmente, pero al cabo de unos meses, algunos peces mueren debido
al hacinamiento. Un cientifico, llamando x a los dias transcurridos y n
a la cantidad de peces encontrd una ley que indica como evoluciona el
conjunto de peces:

nix) = 240 +10% — 0152

Q
~

¢ Cuantos peces introdujeron en el lago?

b) ¢Durante cuénto tiempo la cantidad de peces fue aumentando?
Q) ¢ Cual fue la cantidad maxima de peces y en qué momento?
d) ¢Cuando se extinguiran los peces?

9) El rendimiento del combustible en un automaovil depende, princi-
palmente, de la velocidad a la que se desplaza. Si un automévil conduce
a velocidades entre 40 km/h y 120 km/h, el rendimiento del combus-
tible, medido en cantidad de litros consumido por kilémetro realizado,
se representa mediante la funcion: F{w)=—00001 (v - 1[.“'[.“[]‘E +10, donde v
representa la velocidad en km/h en el intervalo mencionado y r(v) es el
rendimiento del combustible en km/litros.

a) ¢Cual es la velocidad a la que se deberia viajar para obtener el
maximo rendimiento?

b) Graficar la funciéon en el intervalo mencionado. ¢Tendria sentido
graficarla extendiendo dicho intervalo? Por ejemplo, a una veloci-
dad nula, segun la funcién y el grafico, ¢ cudl seria el rendimiento?
Analizar los limites de los modelos matematicos.

Q) ¢ Cuantos kildbmetros recorre el automavil con 1 litro si viaja a 120
km/h?

10) Un cable de suspension de un puente colgante adquiere la forma
de un arco de parabola. Los pilares que lo soportan tienen una altura de
60 metros y estan separados una distancia de 500 metros, quedando el
punto mas bajo del cable a una altura de 10 metros sobre |a calzada del
puente. ;Cudl es la altura a la que se encuentra un automovil en el mo-
mento en que esta ubicado a 80 metros del centro del puente? Graficar
la situacion.

11) Una masa de aire frio se aproxima a la ciudad. La tempera-
tura T, medida en grados Fahrenheit, t horas despues de la media
noche que pronostica el servicio meteoroldgico responde al modelo:
Tity=01 |:t: _ 16t + 400) para valores de =t =12, es decir que el
modelo estima la temperatura hasta el mediodia del dia siguiente.
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a. ¢En qué horario la temperatura serd minima?
b. ¢Cudl es la temperatura minima en ° Celsius?
C Graficar la funcion para el intervalo valido.

FUNCION EXPONENCIAL

SITUACIONES
PROBLEMATICAS

@@ Situacion Problematica Inicial 1

, ]
Al bombardear un atomo de uranio

con neutrones, su nucleo de divide .
en dos nucleos mas livianos, liberan-
do energia y 3 neutrones. Bajo cier- -
tas condiciones, es decir, si existe una
masa critica® de uranio, se inicia una '
reaccion en cadena: cada uno de los
tres neutrones chocan al nicleo de b
otro dtomo, al que dividen en dos nu- &
cleos, liberando en cada choque gran  mKp @ *'“EH
cantidad de energia y 3 neutrones, y

o

asi sucesivamente. o

L
Construimos una tabla de valores para
la funcion que relaciona la cantidad de neutrones liberados en cada
choque, con el nUmero de choque y al choque, o momento inicial, con
el neutron que bombardea el primer dtomo.

N° de choque | Cantidad de neutrones
0 1=3°
1 3=3"
2 9=32
3 27=33

57

1 Masa critica de uranio es la cantidad de masa minima que se necesita para mantener una
reaccion en cadena.
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4 81 =3¢

X 3x

Por lo tanto, la expresion que modeliza la funcidon en esta situacion es:

x)=3",conxeX

@@ Situacién Problemética Inicial 2

Un fésil contiene una masa de carbono 14 que es una sustancia radiactiva,
igual a un gramo. Después de un periodo de aproximadamente 6000
anos, llamado periodo de semidesintegracion, la masa radiactiva se re-
duce a la mitad ya que la otra mitad se fue desintegrando en forma
continua a lo largo de ese periodo.

Al cabo de otro periodo similar queda solo la mitad de la mitad anterior
y asi sucesivamente.

Construimos una tabla con los valores de la masa M de carbono 14 que
permanece inalterable después de 0,1,2,3,..., t periodos.

58

Tiempo medido en Masa de carbono 14 me-
periodos de 6000 afos (t) dida en gramos. (M)
0 1
i 1
2
2
2 1_(1
4 \2
(1Y
3 8 (2
-~
t )

Por lo tanto, la expresion que modeliza la funcidn de esta situacion es:

M(t)=(%j ,con teNU{0}-
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FUNCION EXPONENCIAL

Las situaciones iniciales muestran ejemplos que para modelizarlas y resolver problemas de
este tipo, necesitamos las funciones llamadas EXPONENCIALES.

La FUNCION EXPONENCIAL estd definida como una funcion f: R — R

que verifica que f(x)=y =a*, donde a={ly a=1

¢Por qué son necesarios estos requerimientos?

“ 9

* Sia=10, 0", noestd definida para valores negativos de “x”, por ejem-
plo, 0' no estd definida porque implicaria la divisién por cero.
p

* Si a«=M0, 8%, no estaria definida para valores tipo x==, q=0,
q

siendo a una fraccion irreducible con denominador par. Por ejemplo:

(—2)%=\/3eiﬂ

« Sia=1,1T=1, para todo valor de x por lo tanto es la funcién constante

eigualal.

Las funciones exponenciales se utilizan como modelos matemdticos en:

. El crecimiento de la poblacion humana, animal o vegetal.

. El crecimiento del capital ingresado a un banco.

. El cambio en el peso de un animal o la altura de una planta.
. La desintegracion de sustancias radiactivas.

. El enfriamiento de un cuerpo.
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60

Para iniciar el estudio del grdfico de funciones exponenciales, se tiene en cuenta que hay dos
posibilidades segun la base de la funcién tome valores mayores o menores que la unidad.

EJEMPLO Elgrdfico de la funcion f(X)=2"es:

En base al grafico podemos de-
ducir las siguientes propiedades
comunes a todas las funciones

2
o exponenciales de este tipo:
s

3 2 1 o 1
. La ordenada al origen es el punto (0, 1).
. No tiene interseccion con el eje de abscisas (eje x).
. El dominio son todos los numeros reales.
. La imagen son los numeros reales positivos.
. Es una funcion creciente.

En cambio, el grdfico de la funciéon: f(X)= (

X
—| es
2

\

8

AN

AN

En base al grafico podemos de-
ducir las siguientes propiedades
comunes a todas las funciones

N
— exponenciales de este tipo:

-3 -2 -1 e} 1 2 3
. La ordenada al origen es el punto (0, 1 ).
. No tiene interseccion con el eje de abscisas ( eje x).
. El dominio son todos los numeros reales.
. La imagen son los ndmeros reales positivos.
. Es una funcién decreciente.
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EJEMPLO Recordando las propiedades de la potenciacion, resolvemos algunas ecuacio-
nes exponenciales para utilizarlas en las funciones exponenciales.
RESUELTO ponenciales para utilzarlas en las funciones exponencial

1) ¥ =9 2) 52,3551 _g8_0=
3x1-32 552 +3.5X5-8=0=
x-1=2= 5%(25+15)-8=0=
x=3 X:i:lj

40 5

5% =51 x= 1

FUNCIONES EXPONENCIALES PARTICULARES

Hay dos funciones exponenciales que por su aplicacion en procesos naturales, tienen par-
ticular interés:

La funcién exponencial de base decimal: y = 10~
La funcion exponencial de base “e”: y =e* (e=2,718)

El grdfico siguiente corresponde a la funcién exponencial y = e*.

F|$
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FUNCION LOGARITMICA

En la Situacion problemdtica inicial 1 expuesta en el topico Funcion Exponencial, respecto
a la fisién nuclear, podria interesar la situacion inversa. Es decir, por ejemplo, saber en que
numero de choque fueron liberadas ciertas cantidades de neutrones.

En ese problema definimos el modelo de funcién que relaciona el numero de choques con
" 2 w1

la cantidad de neutrones liberados como: y = 3*, donde “y” es el numero de choques y “x
es la cantidad de neutrones liberados.

Por ejemplo, para x = 4, el nUmero de choques es y = 34 = 81.

Cuando se trata de calcular el numero de choques, conocida la cantidad de neutrones
liberados, se dispone de la formula de la funcién exponencial, pero si se necesita saber la
situacion inversa, por ejemplo, el numero de choque que corresponde a la liberacion de 243
neutrones, por ensayo y error podemos “probar” que x =5, ya que 243 = 3% .

La funcién que modeliza la situacion inversa a la exponencial se llama logaritmica y se define
formalmente como:

FORMALIZANDO CONCEPTOS

62

La funcién f: R — R:definida por f(x) =log, X talquey =log, x <> a¥ =x

con a=1y @ =1, un nimero real, se llama FUNCION LOGARITMICA de

base a.

En otras palabras, el logaritmo de un nimero es el exponente al que hay que elevar la base
para obtener dicho numero.

* Secretaria Académica ® Seminario Universitario



Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

EJEMPLO o) 2" =128 =l0g3128=7
1
RESUELTO af-:=21=-|-:.guz=%

0 kg lé=y=2 =16 y=4
d logs 3=y =¥ =32=y=5

CAMBIO DE BASE

Las calculadoras solo obtienen logaritmos en base decimal o neperiano.

Los logaritmos decimales son los logaritmos de base 10 y cuya notacion es log,  x = log x,
omitiendo la base.

Los logaritmos neperianos tienen como base el numero e = 2,7182 y cuya notacion es
log x=In x

Entonces para calcular un logaritmo en otra base se realiza el cambio de base de la siguiente

manera:
094 X
logp X =
% log, b
Por ejemplo:
log3
logy 3 =——=15849
92 log 2
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PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS

El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de los
factores, simbolicamente:

log (x.y) = log, x + log, y, paratodox>0,y>0.

Ejemplo numérico:
log (4.8) =log (32) =5
log4 =2

3+2=5
log 8 =3

El logaritmo de un cociente es la resta del logaritmo del numerador menos
el logaritmo del denominador. Simbélicamente:

Ioga(ij = Ioga X—= Ioga y

El logaritmo de una potencia es igual al exponente por el logaritmo de la
base. Simbdlicamente:

log, x = y.log, x

Estas propiedades servirdn para resolver operaciones simplificando cdlculos, teniendo en

cuenta siempre que estamos utilizando las funciones logaritmicas como modelos para re-
solver ciertos problemas como los dados.
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FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARITMICA ;INVERSAS ENTRE Si?

Revisando la relacion entre potencias y radicacion, por ejemplo, para qué valor de x la fun-
cion f(x) = x° , toma el valor de 120. La respuesta surge al resolver la ecuacion:

En este caso, la raiz cuadrada se define como la operacion inversa de elevar al cuadrado un
numero.

x? =120 = x =120

En este caso, la raiz cuadrada se define como la operacién inversa de elevar al cuadrado un
numero.

fix)
_,.-""r.-'_._.-._._»u._--_---\-""--‘_
AT yes
i'‘---\___-_‘_‘--w‘-"-_‘.“‘---'-.-._._._,---"'-

£ (x)

Es una caracteristica de las funciones inversas que sus representaciones grdficas son simétri-
cas respecto a la bisectriz del primer cuadrante, tal como se muestra en la grdfica siguiente.

-zl

P =

Las funciones exponencial y logaritmica son inversas ya que por sus propias definiciones

y=log,x < a’ =x

2 Recta bisectriz del primer cuadrante es la recta que divide al angulo recto formado por los
sentidos positicos de los ejes x e y en dos angulos iguales de 45°.
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GRAFICOS DE FUNCIONES LOGARITMICAS

Como la funcion exponencial es la funcion inversa, se muestran ambas funciones para com-
probar que son simetricas respecto a la bisectriz del primer cuadrante.
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EJEMPLO EJEMPLO 1
RESUELTO

Resolver la ecuacion 3** = 921,
Aplicamos logaritmo de base 3 a ambos miembros, entonces:

log,*** = log,9*~", luego por la propiedad mencionada antes de logaritmos, en
la cual el logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente de la
potencia por el logaritmo de la base,

(x+2)log, 3 = (2x - 1).log, 9
(x+2)1=(2x-1)2

x+2=4x—2:>x=%

EJEMPLO 2

Resolver log (x+3) + log (x) = 1

loglix +3x)) =1

loglx? +3x ) = 1

10" = %% + 9

-1 -0=x, - -5%, = 2

Ahora bien, de estas dos posibles soluciones, solo verifica x =2, ya que el valor
negativo no verifica la ecuacién original. Por lo tanto la solucion de la ecuacion
dada es x = 2.

)
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ACTlVl DAD 1) lIsaac Newton (1641-1727) encontrd experimentalmente que la ve-

locidad a la cual se enfria un objeto en un ambiente que tiene menor

FUNClON temperatura es proporcional a lla difer‘encia entre la temperatura del

. objetoy la temperatura del ambiente. Si T(t) es la temperatura el cuerpo

LOGARITMICA en el instante t, el modelo propuesto por Newton, conocido como Ley
de Enfriamiento de Newton, es:

* Secretaria Académica ® Seminario Universitario



68

Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

T{t)=T, 2™ +T,.., donde para el instante t el valor de T, eslatem-
peratura constante del ambiente. La constante k indica la rapidez de
enfriamiento y depende del objeto.

Una taza de café que sacamos del horno a microondas a una tempera-
tura de 93° C se coloca en una habitacion cuyo ambiente se encuentra
a una temperatura de 21° C. El modelo planteado por la Ley de enfria-

miento de Newton para esta situacion es Tt} = F2e M5 199 cont
medido en minutos y T(t) en °C.

a) ¢Cual es la temperatura del café después de 15 minutos de haber
sacado la taza del microondas? ¢Y después de media hora?

b) Graficar utilizando las propiedades generales de estas funciones
exponenciales y estimar la temperatura minima que alcanzara el
café, independientemente del tiempo transcurrido?

2) Un elemento radiactivo que decae en su crecimiento después de un
tiempo t, responde a la féormula f(t) = 60.27002¢,

[Y)
~

¢Cual es la cantidad de este elemento al inicio del proceso?

b) ¢ Qué cantidad queda después de 500 anos?
Q) ¢ Qué cantidad queda después de 1000 anos?
d) ¢Qué cantidad queda después de 2000 afios?

3) Elvalor de reventa de una maquina dentro de la fabrica se comporta

conforme a la funcién: FFi#) = 5000« , donde t son los afos transcurridos
desde la compra original.

a) ¢ Cudl es el valor original del equipo?

b) ¢Cual es el valor al que se podra vender, después de conservarlo
por 5 afnos?

4) Un problema relevante en estudios oceanogréficos es determinar la
cantidad de luz que penetra a distintas profundidades del oceano. La ley
de Beer Lambert describe, utilizando un modelo exponencial, la energia
luminica E que llega a una profundidad de m metros. Para un oceano
determinado, la funcién que representa la situacion es: E(m) = 10.0,4*,

donde la energia luminica E se mide en cal y X en metros,

LI =
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a) ¢ Qué energia luminica se tiene a 2 metros?

b) ¢Es la energia creciente o decreciente con la profundidad? Justi-
ficar.

Q) Graficar en forma aproximada la funcion y a partir de ésta analizar
que ocurre si se llega a mas de 10 metros de profundidad y a mas
de 30 metros de profundidad.

5)  Graficar y analizar dominio, imagen, intervalos de crecimiento o
decrecimiento de las siguientes funciones exponenciales:

B y=3 b)y:m 0y=32"
4
dy=3"-2 e)y=-3"

6) Una sustancia radiactiva se desintegra de acuerdo a la féormula

r(t)=ke "', donde k es una constante, ¢En cuanto tiempo habra ex-
actamente un tercio de la cantidad inicial?

7) Una poblacion de bacterias crece de acuerdo a la férmula B(t) = keCt
donde cy k son constantes y B(t) representa el nUmero de bacterias en
funcién del tiempo. En el instante t=0 hay 10°bacterias. ¢En cuanto
tiempo habra 107 bacterias si en 12 minutos hay 2.10° bacterias?

8) La intensidad del sonido que percibimos en nuestro oido tiene dife-
rentes niveles. Un modelo para determinar el nivel de intensidad perci-

bido | , medido en decibeles, que corresponde a la intensidad del sonido
producido | esl 1L'I_Fug' II_ , donde es el valor del sonido mas débil
L

que puede ser detectado por nuestros oidos en determinadas condicio-
nes.

a) Encontrar la intensidad del sonido percibido si | tiene 10 veces mas
intensidad que | .
b) Encontrar la intensidad del sonido percibido si | tiene 1000 veces

mas intensidad que |,

9) Resolver las siguientes ecuaciones:
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| N I - ]

il I"-'l\'- 125« log |": ] X 4] tq,uF_ KD & x | '_:]-"F. :'l 5 ]

€l flni_' - e |-::-§| 2 X d) == 28 e eP=lal NIl
g Mol g & 25 hi '_.J,_‘ Lde s =2 |||!, gxm=d

1] ]Irﬁ g 1 2% = F) % |u3 Y [ % 3z = 2

I."" o % I : 1 il 5 ]
:_ .J -II-\.ll_l'l qlll‘lhwl' :I- X llllb_l..

o,

Kl logsixs 2i-log 8= log,3-logsx
1§ IIIF | II'IE:I!.' JIHP -Ill:._l' =5 -.Illh"ﬂ.l

10) Un material radioactivo que se utiliza en reactores nucleares tiene

un decaimiento que se modeliza por la funcién P(t) = P,.e %%t donde
P, es la cantidad inicial de material radioactivo. Calcular el tiempo en que
la cantidad de material radioactivo es la mitad que la cantidad inicial.

11) El valor de reventa V de un equipo para plasma se comporta con-

forme a la funcion: V(t) = 5000.e™" donde t son los afios transcurridos
desde la compra original.

a) ¢ Cudl es el valor original del equipo?

b) ¢Cuantos anos tuvo el duefio el equipo en su poder si al venderlo
obtuvo sélo $18007

)
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ACTIVIDAD

CON
SOFTWARE

Se proponen las siguientes actividades a realizar con software matemati-
co, preferentemente graficadores de funciones, para profundizar, inves-
tigar, analizar multiples opciones y obtener conclusiones para aplicarlo a
situaciones problematicas.

1)  Graficar las funciones exponenciales:

a) y=2x b) y=2+1 Q y=2-2
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Conclusion: en las funciones exponenciales de la forma , el término “b”
se observa en el grafico Como: ...,

2)  Graficar las funciones exponenciales

a) y=3.2% b) y=-3.2%

ConclusiON: ..o,

3)  Graficar las funciones logaritmicas

a) y=log(x) b) y=log(x)+1 c y=logx)—2
ConclUsiON: .o
4)  Ingresa al sitio:

http.//recursostic.educacion.es/descartes/web/materiales _didacticos/Funcion
exponencial/Funcion exponencial _1.htm#DESCRIPCION

Seguir la secuencia propuesta en la simulacién interactiva donde se
puede experimentar con la funcién exponencial.

FUNCIONES POLINOMICAS

71

SITUACIONES
PROBLEMATICAS

Para introducirnos al tema de las funciones polindmicas, propongo la
resolucién, guiada por el texto, de 3 situaciones problematicas donde
se aplican las herramientas que formalizaremos en las paradas tedricas
siguientes.

é:é}@ Situacién Problematica Inicial 1

EL DEPOSITO SUBTERRANEO

En una estacién de servicio se debe construir un depésito subterraneo
para instalar en él un tanque de combustible. Hay 3 modelos de tanque:

chico, mediano y grande. Cada uno de ellos requiere un depdsito de
forma cubica de arista igual a 1 m, 2 m. y 3 m respectivamente.
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El depdsito debe quedar enterrado en el suelo. Su parte superior, que es
descubierta, estara al ras de la tierra. Su piso y sus 4 paredes se cubriran
con planchas de fibrocemento, y todas las junturas entre sus planchas
iran selladas con unos listones de hierro.

La empresa dispone de hasta $ 6500 para construir el depdsito. Los
costos son los siguientes: $ 400 por metro cibico excavado, $ 120 por
metro cuadrado de plancha de fibrocemento y $ 40 por metro lineal de
liston de hierro. Ademas hay que agregar $ 170 en concepto de flete.

¢Cual de los tres depositos puede construirse con ese presupuesto? Para
saberlo, hay que averiguar una formula para el costo de construccion, en
funcion de la arista x del depdsito, en metros.

Completar la guia:

Por un lado tenemos el flete, cuyo costo es de $ ..,
constantes.

Como el depdsito es cUbico, todas las aristas Son ..., :
entonces el volumen del depdsito en metro cibico es: V = x. XX = .........

El costo del metro cibico excavado es de $ 400; por lo tanto el costo
total del volumen excavado es C =% ..o,

El depésito tiene un total de ..., caras para cubrir con las
planchas de fibrocemento. La superficie de cada plancha en metro
cuadrado s S = XX = i El costo del metro cuadrado de

fibrocemento es de $ 120; entonces el costo de una plancha es C=$
.......................... y el costo de todas las planchas es de CT =% ..o,

El depdsito tiene un total de ..., junturas entre todas sus caras.
El costo del metro lineal de cada listdn de hierro es de $ ..o Un
listdbn que cubre una juntura cuesta: C =3 i , y el costo de

todos los listones es: CL=% ..o,

Completar resumiendo:

GASTOS COSTO
Flete 170

Listones de hierro

Planchas de fibrocemento

Excavacion

Costo total
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La empresa podra construir el deposito que albergue el tanque
QB e s

{é‘}@ Situacion Problematica Inicial 2
¢ CUANTAS CALORIAS NECESITAMOS?

Los nutricionistas estudian cuantas calorias necesitamos para desarrollar
nuestra actividad diaria normal. Para ello, elaboran tablas y graficos. La
tabla que muestra la cantidad de calorias que necesitamos en funcién de
nuestra edad es:

Edad (anos) 0 5 12,5 15 20

Calorias 30 60 52 54 42

Hace dos siglos, el matematico Lagrange desarrollé un polinomio inter-
polador que permite "fabricar" una funcién polindmica que pase por los
puntos que se desee. Por ejemplo, con los datos de la tabla, la funcion
polinémica

a) Utilizar dicha funcion para calcular la cantidad de calorias para un
chico de 14 afos.
b) Calcular las calorias que requiere un bebé de 6 meses.

Q) Calcular la cantidad de calorias que necesita una persona de su
edad (considerar afios y meses).

FUNCIONES POLINOMICAS

73

Las funciones que se utilizaron en la modelizacion de los problemas anteriores estan for-
mado por uno o mds términos; cada uno de los cuales se los suele llamar MONOMIOS.
Cuando la funcién estd formada por varios términos, a la expresion se la suele llamar FUN-
CION POLINOMICA. El grado de la funcién polindmica es el mayor exponente que tiene

la variable.

Completar la siguiente tabla indicando de cudntos MONOMIOS (términos) estdn formados
los siguientes POLINOMIOS (funciones):
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FUNCION Ndmero de Grado de la
POLINOMICA monomios funcién polinémica
flx)=X=2X+1
fix) =X+ 3X7 =3 43X
fo) =X
fo) =4

Asi como operamos con los numeros reales para simplificar y obtener resultados, debemos
operar con las funciones que modelizan las situaciones problemdticas que utilizamos para
resolver las mismas. Por lo tanto, es necesario revisar los procedimientos que facilitan dichas
operaciones, como la suma algebraica, la multiplicacion y division de funciones.

Por ejemplo: en la funcion polinémica | f: R — R/ f(x) = 4x° +3x* - 2x° —%X +1

Se tiene:

. Grado: 5

. Coeficientes con los términos ordenados por grado: 4,3 , -2, _% y 1.
. Coeficiente principal: 4

. Término independiente: 1

OPERACIONES ENTRE FUNCIONES POLINOMICAS

Suma algebraica de funciones polinémicas

74

La suma o resta de dos funciones polinémicas da por resultado una nueva funcion polindbmi-
ca obtenido de sumar o restar los términos semejantes (de igual grado).

Por ejemplo, dadas las funciones polinémicas f(X) = 2x°> =3x? +2x -1 y

g(x)=x*+7x* +5x+2

f(x)+g(x) = 2x° =3x2 + 2x =1+ x* + 7x? +5x +2=2x° + x* +4x* + Tx +1
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flx)—oln) =2x° -3t + 20 —1- (" + T + 5w+ 2)= 265 —x* —10x* -3 -3

Multiplicacion de funciones polinémicas

Cuando se multiplican dos funciones polindbmicas, el resultado es otra funcion polindbmica
cuyo grado es igual a la suma de los grados de las funciones polinémicas y cuyos téerminos
se obtienen de aplicar la propiedad distributiva entre los términos de ambas funciones.

EJEMPLO

Dadas las funciones f(x) = 3x* -2x y g(x) = 2x* - 2x* + 3, calculamos f(x).g(x)

de la siguiente manera:

Fix)gin) = [3x* = 2x f2x* = 20" +3)= 3 20* + 30t =207 )+ 3" 320 2% - 2 =207 |-

2x3=0x" -0x" + 00" -dn' + 45" -Bx=6x" -6x" + 5x" +4x" - 6x

Division de funciones polindmicas

Para el caso que las funciones estén formadas por un solo termino o monomio, se dividen
los coeficientes entre si y las variables por otro lado, recordando las propiedades de la po-

tenciacion.
EJEMPLO
X5 2 x6 5 X2 3 1
3=X WX 5% =3
X X X X

Recordemos el algoritmo de la division entre nUmeros reales, por ejemplo:

7 12 En este caso, el numero 7 es el dividendo, 2 es el
divisor y el numero 1 es el resto.
1 3 Se verificaque 7=3.2 + 1

75 * Secretaria Académica ® Seminario Universitario




76

Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

Un concepto que tenemos que tener en cuenta para dividir funciones polindbmicas es el de
raiz o cero de una funcion, el cual recordamos es el valor de la variable independiente que
anula la funcion.

Simbdlicamente:

({7}

a” es raiz de la funciéon P(x) si y sélo si P(a) = 0.

EJEMPLO
x =1 esraiz de P(x) = x> = x.
x=—1 es raiz de P(x). Pero x = 2 no es raiz de P(x).
Dada una funcién polinémica P(x), dividendo, D(X) el divisor distinto de la funcién nula, el

cociente C(X) y R(x) el resto, donde el grado de R(X) es menor que el grado de D(x), enton-
ces:

P(x) | Dix)
Rix) Cix)

Por lo tanto, se verifica también el algoritmo de la division:

Pi) = D). Cx) + RX)

Cuando el divisor es un polinomio de la forma (x — a), siendo a un numero real, se simplifica
el proceso utilizando la regla de Ruffini.

Por ejemplo: P(x) =2x* = x+ 8 ; Q(x) =x+2

Primero escribimos en una fila los coeficientes del dividendo completo y ordenado, segun las
potencias decrecientes de la variable:

200 -1 8

Luego se traza una cruz como indica la figura, y en el dngulo izquierdo se escribe el opuesto
del término independiente del divisor, o bien, la raiz del divisor.
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14111

-4 8 16 34

-2

x -4 & A7 |42 = Rix) es el resio,

Y

Los numeros resultantes en este lugar son los coeficientes, ordenados y completos del coci-

:
2
\

ente, con un grado menor que el dividendo.

Por lo tanto, la funcién polinémica cociente de la division entre las funciones dadas es:
Clx) = 2x% - 4x*> +8x —17 y el resto es R(x)=42.

Una manera de saber si una funcion polinémica es divisible por otra, sin realizar la division,
cuando el divisor tiene la forma de Q(x) = x — a, es utilizar el

Teorema del Resto

El resto de la divisién de un polinomio por otro de la forma x + a, es el valor
que resulta de reemplazar la variable del dividendo por el valor opuesto al
término independiente del divisor.

EJEMPLO

En el efemplo anterior, donde P(x) = 2x* —x + 8 ; Q(x) = x + 2
hariamos: P(-2) = 2 (-2)* — (-2) +8 = 42, lo que verifica el resto hallado
cuando realizamos la division utilizando el método practico de Ruffini.

)

ACTIVI DAD 1) Dadas las siguientes funciones polindmicas, efectuar las operaciones

indicadas:
FUNCIONES F:x]=—213+:¢3—1:¢+3 D-:ﬂ=3::--:l+1:-:3—2:{2 R(x) = x% —5x +2
POLINOMICAS 7 2 '
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a) P(x)+Q(x) b) P(x)+R(x)

0 P(x)-Q(x) d) R(x)-Q(x)

Es recomendable graficar las funciones dadas utilizando
software matematico, con la operacion resultante para vi-
sualizar los resultados.

2) Dadas las siguientes funciones polindmicas, efectuar las operaciones
indicadas:

P{x) =252 Qi) =x* +1 R =x? —2x S = 3 L x4

a) Ax)LAx) b)) Px)R(x) <) Pix).S(x) d) Q{x).R{x)
&) Oix) S(x)

3) Resolver las siguientes divisiones entre funciones polindmicas:

Bxd - 12x2 + 3x i e
B e o)
3x 1
2
LCT W . W L Byt oD 02
5 2
c) - ~ d) :
|_3x| 3;.:-3
L 57

4) Calcular el cociente y el resto de las siguientes divisiones entre fun-
ciones polindmicas verificando:

2%® 4 Ext ¥ -5 Syl -3y +d 2?43 =1
1) _ el kool R e,
E+d ¥—3% -3
gy — 24 Xt 45 o 30 -2x° -3 x +12x —15x° 16
B e 5) &)
¥+3 ¥+ ¥ o+

* Secretaria Académica ® Seminario Universitario



Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

Para verificar se realiza al algoritmo de la division:
DIVIDENDO = DIVISOR x COCIENTE + RESTO

5) Utilizando el teorema del resto, calcular el mismo en las divisiones
del ejercicio anterior, verificando los resultados. En el caso de ser di-
visibles (resto igual a cero), expresar (factorizar) el polinomio dividendo
en funcion del cociente y el resto, logrando la simplificacion del mismo.

DIVIDENDO = DIVISOR X COCIENTE

6) Se localizd un globo atmosférico a cierta altura. A partir de ese mo-
mento, su altura sobre el nivel del mar se puede describir, en forma

aproximada, por la funcion: hfx) =8+ % ¥ —12x% + 4Tx —B0), donde
x es medido en dias y h en miles de metros.

a) ¢A qué altura estaba el globo cuando fue localizado?
b) ¢Alcanzd otra vez esa altura?

Q) Se sabe que al tercer dia alcanzé una altura de 800 metros. ¢ Llegd
en algin otro momento a esa misma altura?

7) El desplazamiento lateral de una barra de choqgues, t segundos
después del momento en que un vehiculo la golpea, esta dado por

f(t)=kt(t-3)

a) Hallar el valor de k sabiendo que dos segundos después del im-
pacto, el desplazamiento lateral es de 40 cm.

b) Para ese valor de k, hallar los ceros o raices de la funcién f(t).

8) De una larga pieza de hoja de lata de 25 cm. de ancho se va a hacer
un desaguUe para lluvia, doblando hacia arriba sus orillas para formar sus
lados. Expresar el drea de la seccidon transversal del canaléon para lluvia
como funcién de su altura.

79
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FACTORIZACION DE FUNCIONES POLINOMICAS

80

SITUACIONES
PROBLEMATICAS

@@ Situacion Problematica Inicial

En una fabrica de dispositivos electrénicos, se decidid envasar los pro-
ductos en dos modelos de cajas con iguales volumenes. Una de ellas
debe ser un cubo y la otra un prisma cuyos ancho sea igual al del cubo,
su profundidad sea el doble y su altura, 4 cm menor. ¢ Cuales son las
medidas exactas de cada una de las cajas, con estos requerimientos del
departamento de marketing?

Completamos la tabla, para organizar la informacion y modelizar con
funciones el volumen de cada caja:

Modelo Ancho | Profundidad | Altura Volumen

Cubo i X X X x3
) X2xX(x—-4)=
Prisma X 2.X x—4 ( )
= 2x°% - 8x2

Como los volumenes de ambos modelos se pueden representar con fun-
ciones polindmicas, igualamos ambas funciones:

x° = 2x° - 8x?
Agrupamos los términos

x®-2x*+8x* =0

-x*+8x*=0
Por lo tanto, para encontrar el valor del ancho de las cajas, habria que
calcular las raices de la funcién polindmica V(x) = —x* +8x? .
El primer método que podemos usar es el de graficar la funcién utili-

zando software matemético, tal cual se propone a lo largo de todo el
modulo. Por ejemplo, en este caso:
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801 fx=x3+8x2

kY 8 7 % 5 4 3 2 Bl i 2 3 4 3 6 7 :\ 9

Se observa que una de las raices es el cero y la otra es el 8,

Por lo tanto, las dimensiones del cubo sera de 8 cm de arista, y la del
prisma sera de 8 cm de ancho, 16 cm de profundidad y 4 cm de altura.

Otra manera seria probar con la calculadora hasta encontrar, al menos
aproximadamente, el valor que anula la funcion polindmica.

La metodologia exacta para resolver calculos y simplificar funciones
polindmicas se conoce como FACTORIZACION.

Es el proceso con el cual se obtienen analiticamente, las raices de las
funciones polindmicas.

Para ello, el objetivo es encontrar las raices, expresando a la funcion
polindbmica como producto de funciones irreducibles.

EJEMPLO EJEMPLO 1
RESUELTO

Dadas las siguientes funciones polindbmicas:

plx) = I +50+ =2 (15 +5x+ 1)

36 +d4x = 25 (*-3x42)

i (x)

re) = -dx -8 +4x°+16xr =45 (-2"-2+x4+4)
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El procedimiento consiste en extraer la variable x, comun en
todos los términos, que se encuentra elevada a la menor de
sus potencias y de extraer el nUmero que es factor de todos los
coeficiente.

Para verificar que la factorizacion es correcta, en estos casos, se puede probar
realizando la distributiva y volver a la funcién original.

EJEMPLO 2

Dadas las siguientes funciones polindbmicas:
4
plx)=x"-25=(x-5) (x+5)

-

qlx) = L0yt = :lez -3 .l.'_i: . Lr: -3x) [.r: +3x)

rix) = -6=ax- {JEF = (x -q"Ej (x +ﬂfE]

Las funciones dadas tienen la forma x* — a@?, lo que se puede expresar como:

x?-a’ =(x+a).(x—a)
EJEMPLO 3

Volviendo a la funcién polindbmica que modeliza el volumen de las cajas de la
fabrica:

V(x)=-x*+8x* = Xz-(— X+ 8), entonces x =0 o x = 8, lo que confirma
lo hallado anteriormente.

1) Graficar las siguientes funciones lineales:
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dAjp ax «2 bl a=x=2 Clp adx =2 iy = =25

1 2
1 s flys=—x =3
¥ 2 ¥ |

2) Gi gl =31 =2 describe el espacio recormido por un mawil Que se desplaza con
MR, {fen S8gQunoos v 5 &N MEDroE ) determenar:

&) El espacio recorrido & los 5 gequndes, & los 10 segundos v & los 25 segundos.
B) La ecuacion que describe el espacs recartido por ol midiil gus e desplaza a
Igual velocidad ¥ gue esth 2 metros adelantado con respecto al primaro.

£] La ecuscitn gue deseribe ¢l espacio recomids por otrd mdvil gue se desplaza
al doble de velscidad y on ¢ instante ¢ = 0 se encuentra en @l mismo punto gue
&l primen,

3) Las ganancias fix) obtenidas por la venia de ¥ tn de un cereal est&@n dadas
por la ecuacion ffx) = 250 & + 150. Obtener:

&) Las ganantias &l vender L5 0, 50 th v 2000 bR,

b) iCudntas toneoladas es necesaro vender para cbtener una ganancia de
$500.000%

4) Resolver analitica y graficamente los sistemas:

o [% 18y =19 i-%-z dx +2y =3
2x +7y =25 b) 3 H{Er =0
X ¥

—$—n]
4 2
1_+II_=£
) 11 1?' ﬁ‘ ) x+2y =9 F}{EI-I-E}"-I
e e 3x +6y =27 10x +4y =23
x y g

5) Graficar las siguientes funciones:

a)y =x* b)y =-2x*

g}y =x? 43 My ==x® +x
h)y =2x® +6x -1 ij;;-x*-;.,.%
ey =;—.:!c‘2 +1 ayy =-x* +2

gy =x* +4x -5
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6) El rendimiento de nafta r en km/litro de un automovil
estd relacionado con la velocidad v (en km/h) por la funcion

r(v):—iv2+gv :0<v <160
400 5

a. Hallar la velocidad para la cual el rendimiento es maximo y calcular
dicho rendimiento.

b. ¢Para qué valores de v aumenta el rendimiento? ; Para qué valores
disminuye?
C Graficar.

6) Un sistema formado por un monitor y gabinete de CPU cuesta $
1823,50. Se sabe que la cuarta parte del valor del monitor mas la mitad
del valor del gabinete dan un total de $ 764,4375. ;Cual es el costo del
monitor y del gabinete? Justificar mediante el planteo de un sistema de
ecuaciones y su resolucion.

7) La curva de beneficio total de los productores de trigo esta dada por:

B(x) = —2x? +106x — 300 donde x representa el precio de cada uni-
dad demandada. ;Qué precio maximizara el beneficio total? Graficar la
curva que corresponde al beneficio.

8) Un repuesto de una méaquina cuesta hoy $8000 y se devalla (pierde
su valor) linealmente hasta llegar a $200 en 20 afios.

a. Escribir el modelo (formula) lineal del valor de la pieza en funciéon
del tiempo indicando con claridad el significado que usted le da a
las variables en juego.

b. Graficar en un sistema cartesiano.

C Calcular con el modelo encontrado cuanto tiempo tarda en anu-
larse el valor de la pieza y en cuanto tiempo pierde el 10 % de su
valor original.

9) Se desea construir una letra para un cartel de marquesina formando
la letra como muestra la figura, de modo tal que la base sea un prisma
en el cual el largo es 6 unidades mayor que la altura y el ancho es dos
unidades mayor que la altura. La columna del medio es un cubo en el
cual la longitud de la arista es igual a la del ancho de la base. La parte de
arriba es un prisma igual al de la base.

Hallar la expresion algebraica que representa el volumen del cuerpo

* Secretaria Académica ® Seminario Universitario



85

Matematica ® Unidad 3. Funciones ® Material para Estudiantes

igura de

allfais

i
.u'.'ml-ﬂI i ‘]‘
e .
= “"‘, ancho

10) Se lanza una red de pesca hacia arriba y describe una forma parabolica

siguiendo el modelo matematico siguiente: hit)= _St€ 420t +10,
donde h(t) representa la altura que alcanza la red en funcion del tiempo
t en segundos.

a) Graficar la funcion.

b) ¢En qué tiempo alcanza la altura méxima y cual es la misma?

11)En una laguna se introdujeron 100 truchas. Al principio el cardumen
empezo a crecer rapidamente pero después de un tiempo, los recursos
de la laguna comenzaron a escaseary la poblacién decrecié. Si el nUmero

de truchas N(t) a los t afios estd dado por M(t)= -t + 21 +100.

a) Calcular la cantidad de anos que transcurrieron para que la po-
blacién alcance su nimero méaximo. ¢ Cual es la maxima poblacion?

b) Si ocurre, ¢ cuando se extinguen?

12) El nimero Q de miligramos de una sustancia radiactiva que restan

después de t afios estd dado por: Q(t) =100.e %" .

a) Calcular la cantidad de miligramos que hay después de 10 afos.

b) ¢En qué tiempo habra 20 mg.?

13)Lapoblaciéndeunaciudadestddadaporlafuncion: P(t) = 10000.e%%%*
donde t es el niUmero de anos transcurridos desde 1980.

a) Calcular la cantidad de habitantes en 1996.

b) ¢En qué afo, su poblacién era el triple que en 19807
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14) Resolver las ecuaciones exponenciales:
2)2**? 18 b)5* % +5**7 23126
d)e?* 40" -2=0 o)log; x =5

gllog, 2 +log, 6 -log, 3 =2

c) 4% +2* =20
1
."hi.l'? 1: -zl'ﬂ'ﬂx? 2 = "'._T

A (log x F* =logx®

15) Graficar las funciones e indicar dominio, imagen, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento:

a) y =2 +2 b) y;E:f"i'iR
) y =logs x +1 d) y =logy (x -2}
16) Resolver:
a) 3.2 -12=0 b) -4"* +8=0
e 12911772 23,117 =22 d) 7= _ri’ =198
i X =1
o) [El -52"" m-128 1) 8% +3° =90
g) 2" +4"+"'I-n hy e -3e" +2=0
i Y27 = NI St
k) 4o+ gag" -E;- 1 logs (2x +2) -logs (-x +2) =2

m) logh (x ~1) +logy [x ~1) =6 ) logy V¥ ~logy Y = log, 24
A) logx* -2logx +Iun}£B-ﬂ o) 3logy(x +4)-log, (x +4)=2

p) logs [logs (x =1)] =1
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