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Objetivos Especificos

e Identificar tipos de polinomios: monomios, binomios, trinomios y sus elementos.

e Conocer las relaciones de igualdad definidas para polinomios.

e Operar con polinomios: sumar, restar, multiplicar, dividir.

e Factorizar polinomios.

e Simplificar fracciones racionales.

e Operar con fracciones racionales.

e Determinar si un nimero real dado es, o no, raiz de un polinomio dado

e Utilizar la relacion entre el concepto de raiz de un polinomio y el de divisibilidad de
polinomios.

e Distinguir la diferencia entre la igualdad de fracciones racionales y la igualdad entre los
valores numéricos de las mismas.

¢ Poder expresar una fraccion racional como un polinomio o como suma de un polinomio
mas otra fraccidn racional cuyo denominador tenga grado menor que el del

denominador.

Expresiones Algebraicas Pagina 1 de 32



* Ministerio de Educacién Secretaria Académica — Area Ingreso
Universidad Tecnolégica Nacional

Facultad Regional Rosario Matematica

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Polinomios

En lenguaje coloquial podemos decir que un polinomio en una variable es una expresion
con uno o mas términos que se suman o restan y donde los exponentes de la variable
deben ser enteros positivos o cero.
Simbdlicamente, un polinomio en una variable es una expresion de la forma:

P(X) =an X" + any X" 1+ ... +a, x>+ a; xt + ag xX°
donde n es un entero positivo o cero, x es una variable y a,, an-1, ..., @2, @1, ag Son numeros
reales constantes (también pueden llegar a ser numeros complejos) llamados
coeficientes.
Al nimero a, #0 se lo llama coeficiente principal. El nimero ag es el término constante o
independiente.

Se indica R[x] para representar al conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales.

Ejemplos:

a) - 2x°+ 6x + 7 coeficientes: 6, -2 y 7. Término independiente: 7
b) x+ 4 coeficientes: 1, 4. Término independiente: 4

c) 2x* coeficiente: 2. Término independiente: 0

d) 45 coeficiente: 45. Término independiente: 45
e)3x*-8x*-x + 25 coeficiente: 3, -8, -1. Término independiente: 25
Pregunta:

¢Las expresiones dadas a continuacion son polinomios de una variable? Justifica.
2x3 + 5

4(x)" V2 =2 4 3x

Nombres Especiales

El prefijo poli significa “muchos”. Polinomio significa entonces “muchos términos”. Las
expresiones polinomiales que contienen uno, dos, tres o cuatro términos se conocen
respectivamente como monomio, binomio, trinomio y cuatrinomio. Cabe aclarar que no se
les dan nombres especiales a los polinomios de cinco términos en adelante.

Asi, considerando los ejemplos anteriores, a) es un trinomio, b) un binomio, c) y d) son

monomios y e) es un cuatrinomio
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Grado de un Polinomio

El grado de un polinomio estd dado por el mayor exponente del término de coeficiente no
nulo (el valor al que se eleva la variable del coeficiente principal). Se simboliza gr (P(x)).
Simbdlicamente:

Si a, #0, n es el grado del polinomio.

Normalmente los polinomios se escriben ordenados segun los grados de sus monomios de
mayor a menor. En ocasiones parece que "falta" alguno de los monomios intermedios. Eso
es asi porque el coeficiente de ese monomio es cero y, por tanto, no se escribe.

Nota: si un polinomio tiene todos sus coeficientes iguales a cero, se lo denomina polinomio

nulo y carece de grado.

Ejemplo:

En los casos dados anteriormente

a) - 2x°+ 6x + 7 Grado del polinomio: 2

b) x+ 4 Grado del polinomio: 1

c) 2x* Grado del polinomio: 4

d) 45 Grado del polinomio: 0. Denominado polinomio constante.
Complete:

e 3x®+ 7x> -2 es un polinomio de grado ......... y su coeficiente principal es .......

e -1/2x° es un polinomio de grado ......... y su término independiente es .......

Valor humeérico de un Polinomio

Es el valor que toma un polinomio al sustituir la variable por un cierto niamero.
Asi, dado el polinomio P(x) = 2x?+5, su valor numérico para x = -1 es:
P(-1) =2 (-1’ +5=7
Ejemplo:
Vamos a trabajar con el polinomio P(x) = 2x° - 3x* + 2x% - x - 1 los puntos anteriores.
gr (P(x)) : 5 (grado del polinomio)
Coeficiente principal: 2
Término independiente: -1
Valor numérico de P(x) parax = 0: P(0) = -1
Valor numéricode P(x) parax = 2:P(2)=2.2°-3.2*+2.2%2-2-1=21

Si en alguno de los polinomios no existiera un término de un determinado grado,

se considera, como ya se ha dicho, que su coeficiente es 0.
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Dos polinomios son iguales si y solo si tienen el mismo grado y los coeficientes de los
términos de igual grado son iguales.

Ejemplo:

Calcular h sabiendo que P(x) = 2hx + 3 y Q(x) = 8x + 3 son polinomios iguales.
Ambos tienen el mismo grado.

Los coeficientes del término independiente coinciden.

Los coeficientes del término de grado 1 deben coincidir, por lo tanto:

2h = 8, luego para que P(x) = Q(x), h = 4.

Polinomios opuestos
Son aquellos que tienen los términos del mismo grado con signos contrarios, es decir que la

suma de dos polinomios opuestos es igual al polinomio nulo. Se simboliza:

P(x) = -R(x) 0 -P(x)=R(x)

Ejemplo:
Px)= 2x*-x+5
R(x) =_-2x*+ x -5 si sumamos miembro a miembro nos queda:

0X>+x+0

Operaciones con Polinomios

La suma o resta de dos polinomios da como resultado un nuevo polinomio obtenido de
sumar o restar los términos semejantes (de igual grado). Se verifica por lo tanto la ley de

cierre de la suma en el conjunto.

Al sumar términos semejantes, en realidad sumamos los coeficientes con su signo, por lo
cual, la suma de polinomios es, en definitiva, suma de nimeros reales. Esta operacion, asi
definida, verifica las propiedades:

- Asociativa: [P(x) + Q(x)] + R(x) = P(x) + [Q(x) + R(x)]

- Conmutativa: P(x) + Q(x) = Q(x) + P(x)

- Existe elemento neutro: polinomio nulo

- Cada polinomio tiene su opuesto

Pregunta:
Al sumar o restar un polinomio de grado 2 con otro de grado 3, éde qué grado sera la

suma? ¢y la resta?
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Ejemplo:

Siendo P(x) = 2x°-3x2 + 2x -1 y Q(x) = x* + 7x*> + 5x +2, sera:

P(x) + Q(x) = 2x° + x* + 4x> + 7x +1

P(x) - Q(x) = 2x° - x* - 10x*> - 3x - 3

Pregunta:

En general: al sumar o restar dos polinomios de grados distintos, é¢de qué grado sera el

polinomio resultante?

Cuando se multiplican dos polinomios, el resultado es otro polinomio cuyo grado es igual a
la suma de los grados de los polinomios factores y cuyos términos se obtienen de aplicar la

propiedad distributiva entre los términos de P(x) y Q(x).

Simbdlicamente:

P(X) = an X" + an.1 X" + ... + ag xX°

Q(X) = bm X™ + bmy X"+ ... + by X°

Se define el producto P(x) . Q(X) = an . bm X™" + ....... + (@1 . bg+ ag . by) x* + ag bg X°
Donde grado (P(x). Q(x)) = grado P(x) + grado Q(x)

Ejemplo:
Siendo P(x) = 3x* - 2x y Q(x) = 2x3 - 2x% + 3, vamos a calcular P(x) . Q(x).
P(x) . Q(x) = 3x* (2x® - 2x*> + 3) - 2x (2x3 - 2x* + 3) =
=3x* . 23+ 3x* (-2x) + 3x* . 3 -2x . 2x3 - 2x (-2x}) - 2x . 3 =
=3.2x%+3(-2)x*)®+33x*-2.2xx3-2(-2)xx*-2.3x =

= 6x’ - 6x° +5x* + 4x> - 6X

Otra forma de hacerlo seria utilizando la disposicion vertical:
2x3-2x*+ 3
3x* - 2x

6x -6x+5x*+4x3-6x
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Igual que para la suma, el producto de polinomios verifica las propiedades:

- Asociativa: [P(x) . Q(x)] . R(x) = P(x) . [Q(x) . R(xX)]

- Conmutativa: P(x) . Q(x) = Q(x) . P(x)

- Existe elemento neutro: P(x) =1

- No existe polinomio inverso: Es decir, dado un polinomio cualquiera no existe
otro que multiplicado por aquél dé 1.

Por ultimo, se verifica la propiedad distributiva del producto respecto de la suma:

P(x) [Q(x) + R(x)] = P(x).Q(x) + P(x).R(x)

Productos notables

(a+b)=(a+b)(a+b)=a.a+a.b+b.a+b.b=a’+2ab+b?
(a+b)*>’=a*+2ab+b?

(a-b) =(a-b)(a-b)=a.a-a.b-b.a+b.b=2a*-2ab + b?
(a-b)>=a’-2ab +b?
Ejemplo:

(2x +1)2=(2x)2+2.(2x). 1 + 12 =4x> +4x + 1

(a+b)=(G@+b)(a+b)?=(a+b)(a+2ab+b? =a>+2.a’b +a.b’+b.a®> + 2a b?
+b?

(a+b)*=a*+3a’b+3ab’+hb°

Ejemplo:

(x+2)? = x>+6x*+12x + 8

(a+b)(a-b)=aa-ab+b.a-bb=a’-b?
(a+b)(a-b)=a’-b?
Ejemplo:
(3x+1)(3x-1)=(3x)*-12=9x>-1

Recuerda que las igualdades que acabamos de demostrar tienen una aplicacion inmediata

en el trabajo con nimeros complejos en su forma bindmica.
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Division de Polinomios

Dado un polinomio P(x) (polinomio dividendo) y otro D(x) # 0 (polinomio divisor), siempre

existen y son Unicos otros dos polinomios
C(x) (polinomio cociente) y R(x) (polinomio resto) tal que:

P(x) = D(x) . C(x) + R(x) donde: grado R(x) < grado D(x) 6 R(x) =0

Es decir que si dividimos como con reales la notacién simbdlica representa esta division:

P(x) |D(x)
R(x) C(x)

Para dividir polinomios debemos completar el dividendo y ordenar dividendo y divisor segun
las potencias decrecientes de la variable. Para completar un polinomio se deben agregar los
términos que faltan con coeficientes “cero”.

Ejemplo:

Dado el polinomio P(x)= 2x* - x + 8

Completo nos quedaria P(x) = 2x* + 0x® + Ox> - x + 8

Una vez que completamos el polinomio y ordenamos las potencias decrecientes de la
variable podemos comenzar con la division. Para facilitar la operacion, es conveniente
proceder de la siguiente manera:

Se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor, obteniéndose el

primer término del cociente:

2x*+0x° 4+ 0x2-x+8 [x+2

2x3

Se multiplica este término del cociente por el divisor y se resta este producto del dividendo,

obteniéndose un nuevo dividendo:

2x* +0x°+0x>-x+8 | x+2

2x* + 4x°3 2x3

0 -4x° +0x>-x+8

Se reitera el procedimiento indicado en a) y b) tantas veces como sea necesario hasta que

el resto se transforme en el polinomio nulo, o bien, su grado sea menor que del divisor.
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22X+ 03+ 0x2-x+8 [ x+2

2x* + 4x3 2x3 - 4x® + 8x - 17

0 -4x° +0x°-x+8

- 4x3 - 8x?

0 +8x>’- x+8

+ 8x% +16x
0 -17x+8
-17x - 34
0+ 42

Luego: C(x) = 2x> - 4x> + 8x - 17 y R(x) = 42

Observaciones:

El grado del cociente, es la diferencia entre el grado del dividendo y el del divisor. Es decir
gr (C(x)) = gr (P(x)) - gr(D(x))

Si al dividir el polinomio P(x) por otro Q(x), el resto es el polinomio nulo (R(x) = 0), se dice
que el cociente es exacto y que P(x) es divisible por Q(x) o bien que Q(x) es divisor de
P(x).

Regla de Ruffini

Cuando el divisor es un polinomio de la forma x - o, siendo o un numero real, se simplifica
el proceso utilizando la regla de Ruffini. Se muestra el proceso con el ejemplo anterior
P(x) =2x*-x+8 y Q(x) =x + 2
Primero escribimos en una fila los coeficientes del dividendo completo y ordenado, segun
las potencias decrecientes de la variable:

2 0 0 -1 8
Luego se traza una cruz como indica la figura, y en el angulo izquierdo se escribe el

opuesto del término independiente del divisor

2 00 -1 8

En la tercer fila se obtienen los coeficientes del cociente, el primero de los cudles es el

primero del dividendo:
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Los restantes coeficientes del cociente se obtienen multiplicando el resultado anterior
obtenido por el nUmero que figura en el angulo izquierdo (que actia como “pivote”) y se lo
coloca en la segunda fila en la columna correspondiente. Luego se suma este producto al
correspondiente coeficiente de la primera fila (ubicado en la misma columna). El dltimo

numero asi obtenido es el resto.

2 0 0 -1 8
-4 8 -16 34

‘2 4 8 -17 (42)

RESTO
Como se puede observar, como en estos casos el divisor es de grado uno, el grado del

cociente es una unidad menor que el grado del dividendo. El grado del resto, es cero, por
tratarse de una constante.

Asi nos queda C(x) = 2x> -4 x> + 8x - 17 y Resto = 42

Ejemplo:

Efectuar la divisidn del polinomio x3- 2x% - x + 2 por el binomio x - 1

1 -2 -1 2
1 1 -1 -2

|1 -1 -2‘ 0

Cociente: x> - x - 2 Resto: 0
Es decir x>-2x?-x+2=(x-1) (x*-x-2)+0

Ejemplo:

Efectuar la divisidn del polinomio 2x> + 4x? - 3x + 1 por el binomio x + 2
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2 4 -3
-2 -4 0
7
2 0 -3
Ejemplo:

Efectuar el cociente anterior utilizando el algoritmo de division.

2x*  +4x*  -3x  +1
2x3  + 4x°

0 0 - 3Xx +1

- 3x -6

0 7

Cociente: 2x?> - 3 Resto: 7

Teorema del Resto

Cociente: 2x?> - 3 Resto: 7

Es decir 2x>+ 4x*-3x + 1 = (x + 2) (2x* - 3) +

Hipotesis: Sea el polinomio P(x) y otro polinomio Q(x) de la forma Q(x) = (x + o)

Tesis: El resto de la division entre P(x) y Q(x) es igual al valor numérico del polinomio P(x)

valorizado en - @ es decir P(-a), siendo oo un nimero real.

Demostracion:

Sabemos que si C(x) es el cociente de la divisién de P(x) por Q(x), entonces:

P(x) = C(x) . Q(x) + R(x),

reemplazando: P(x) = C(x) . (x + a) + R(x),

Pero para x = - o, se tiene:

pero Q(x) = (x + o)

P(-a) =C(-@) . (-a + a) + R(-)

=0
es decir :
P(-a) = R(-a)
Ejemplo:

P(x) =x*-2x + 1

Qx)=x-1

P(1) =1°-2(1) + 1 = 0 = resto de la division es 0

Expresiones Algebraicas
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Raices de un Polinomio

Un nimero & € R es una raiz o un cero del polinomio P(x) = a, X" + an.1 X" 1 + ... + ag x°
si el valor numérico para x = & esigual a 0.

Es decir, @ esraizde P(x)si P(¢)=a, @"+ any ™ +...+a3a’ =0

El teorema del resto es una herramienta para reconocer una raiz de un polinomio.
Ejemplo:

Sea P(x) = x*-x -2

Si = 2resultaque P(2) =22-2-2=0 = 2 es una raiz del polinomio

Considera a = -1. {Es este numero otra raiz del polinomio?

Considera el polinomio G(x) = (x - 3) (x + 2)* (x - 1)?

Calcula G(3), G(-2) y G(1). ¢Qué deduces?

¢Cual es el grado de G(x)?

Teorema de “caracterizacion” de las raices de un polinomio: Un nimero & real es raiz de
P(x) si y solo si el resto de la division de P(x) por x - & es cero.
Es decir « real esraizde P(x) & R=0
Demostracion:
Sabemos que si C(x) es el cociente de la division de P(x) por Q(x), entonces:
P(x) = C(x) . Q(x) + R(x), pero Q(x) = (x - )
reemplazando: P(x) = C(x) . (x - o) + R(x),
Pero para x = a, se tiene:

P(a) = C(a) . (- o) + R()

\_(\)(—J = 0+Rao) = R=0

Otra forma de enunciar el teorema anterior es: “un niumero & real es raiz de P(x) si y sdlo
si P(x) es divisible por x - o”.
Es decir: @ real es raiz de P(x) & 3 C(x) / P(x) = C(x) . (x - a)
Nota: el gr (C) = gr (P) - 1

Ejemplo:

En el caso anterior P(x) es divisible por x — 1 pero no es divisible por x + 1
Sea P(x) =x*-9

Este polinomio es:

divisible por (x - 3) pues: P(3) =9-9=0

divisible por (x + 3) pues: P(-3) =9-9=0
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Factorizacion de Polinomios

Recordamos la “descomposicién factorial” de un numero entero como el producto de
potencias de nimeros primos, es decirdadoa e Z, a# 1, a # -1, existen y son Unicos los

numeros primos pi, p,..., Pr Y los naturales ny, ny, ..., n, tales que:

a=p," .p, 2 ..p,

Esta descomposicion factorial de un ndmero entero tiene su analoga para el uso con los
polinomios. En este curso veremos solamente los casos mas simples pudiéndose presentar
algunos casos en que ciertos factores no seran polinomios primos pero cuya
descomposiciéon estd por afuera de nuestro alcance. Debido a esto diremos que un
polinomio de grado positivo ha sido “factoreado” o “factorizado” si ha sido descompuesto
en producto de polinomios de grado positivo, primos o no.

Y diremos que ha sido "“factoreado total” o "“factorizado total” si es primo o si ha sido
descompuesto en producto de polinomios primos.

Un polinomio es primo cuando no puede expresarse como un producto de polinomios de

menor grado.

Teorema de descomposicion factorial de polinomios
Todo polinomio de grado n, positivo, admite una Unica descomposicién en factores de la
forma (x - &), donde &, es una raiz o cero del polinomio, resultando:

P(x) =an (X - @1). (X- &2)....

(x - ), donde a, es el coeficiente principal de P(x) y
ai,Q,,.., 0, sonn raices, no necesariamente distintas.

Si al escribir un polinomio como producto hay mas de un factor que tiene la misma raiz, a
ésta se la llama raiz multiple, y a la cantidad de veces con que aparece se la llama “grado

de multiplicidad”.

En general:

P(x) = a, (x - @1)"1. (x- @) (x- a,)" donde a, es el coeficiente principal de P(x),

a.,&>5,...,&, son r raices distintas de P(x), hi, hy,....,h, indican las respectivas
multiplicidades de &1, & 3,...., &+ ¥ hiiyhy +....+ hy =n

Ejemplo:

P(x)= 2 (x - 1)? (x> - 9) es una factorizacién de un polinomio, pero no es una factorizacion
total pues x> - 9 no es un polinomio primo.

P(x)= 2 (x - 1)? (x + 3) (x - 3) es una factorizacion total del polinomio anterior, pues

(x = 1), (x + 3) y (x = 3) son polinomios primos (recordar que todos los polinomios de

primer grado son primos).
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Teorema fundamental del algebra

Un polinomio de grado n positivo tiene exactamente n raices, considerando las reales y las
complejas.

Una consecuencia de este teorema es que un polinomio de grado n tiene como maximo n
raices reales.

En los polinomios a coeficientes reales, las raices complejas vienen siempre de a pares de
alli que un polinomio a coeficientes reales de grado impar siempre tiene por lo menos una

raiz real.

Casos de factoreo

Para factorizar polinomios se aplican diversos recursos algebraicos, agrupados en “casos de

factoreo” que se detallan a continuacion:

Es una aplicacion directa de la propiedad distributiva de la multiplicacidén respecto a la suma
o la resta. En realidad es la propiedad distributiva, sélo que presentada “al revés” de lo
que habitualmente se hace; es decir:
a.c+b.c=c(a+b) (seextrae el factor comun) enlugardec(a+b)=a.c+b.c
Ejemplo:

P(x) = 3x> 4+ 6x + 15 = 3 (x> + 2x + 5)

Q(x) =10x°+30x*-25x*-5x=5x2x*+6x>-5x-1)

Consiste en agrupar los términos del polinomio P(x) dado, de modo que en cada grupo
gi(x), g2(x),..., g(x) se pueda aplicar el primer caso de factoreo, con un mismo factor
comun para cada grupo, es decir, de modo que:
g1(x) = qu(x) . h(x), ga(x) = ga(x) . h(X) ...,  gk(X) = Ak(x). h(x)
Luego de ello, volviendo a aplicar el primer caso se tendra:
P(x) = gi(X) + ga(x) + ... + gu(x) = qu(X) . h(X) + g2(x) . h(x) + ... + q(X) . h(x) =

= h(x) [gi(x) + q2(x) + ... + qu(x)]

Ejemplo:
P(x) = 3% + x* + 6a x + 23 = x* (3x + 1) + 2a (3x + 1)
) X2 . Ja

aplicando factor comun:
P(x) =(x* + 2a) (3x + 1)
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Un polinomio de sequndo grado de la forma P(x) = ax? + b x +c = a (X - X1) (X = X2)
siendo x1 y x2 las raices de P(x) (halladas por la resolvente)

Ejemplo:

PX)=4x2+4x+1=40C+x+%)=4(x+¥)>=4(x+ %) (X+ %)

Se aplica cuando se tiene un trinomio de grado par, con dos términos que son cuadrados
perfectos y un término que es el doble del producto de las bases de los cuadrados
perfectos. Su factorizacion como cuadrado de un binomio es una consecuencia de la
igualdad:

(x + a)? = x* + 2ax + a? conae R

Ejemplo:
P(x) = x>+ 4x +4=x>+2.2x + 22 =(x + 2)®> cuadrado de un binomio

(expresion factorizada del trinomio cuadrado perfecto).

Andalogamente al caso anterior, esta factorizacion es una consecuencia de la igualdad:

(x+a)Y=x>+3xa+3xa’+a® ,aeR

Ejemplo:
x3 + 6x% + 12x + 8 = (x + 2)®> cubo de un binomio (expresién factorizada

del cuatrinomio cubo perfecto).

Se factorea como producto de la suma por la diferencia de dos monomios, como
consecuencia de la igualdad:

(x*-a’)=(x+a).(x-a), aeR

Ejemplo:
x?-3%2=(x+ 3). (x - 3)
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Cuando una fraccién irreducible a = p/q es raiz de un polinomio P(x) con coeficientes
enteros, p es divisor del término independiente (a°) y q es divisor del coeficiente principal
(an).
Si a es raiz de P(x), el resto de la division de P(x) por (x - a) es cero. En consecuencia el
polinomio dividendo queda expresado como producto del divisor por el cociente C(x) es
decir:

P(x) = (x-a)C(x)
Ejemplo:
P(x) = x*-4x3+x*+8x-6
DivisoresdeaO: {-1,1,-2,2,-3,3,-6,6}
Divisoresdean: {-1, 1}
Posibles raices racionales : {-1,1,-2,2,-3,3,-6, 6}
P(-1)=(1)*-4(-1°+(-1)*+8(-1)-6=1+4+1-8-6=-8 %0
P(1)= 1*-4(1)®+(1)*’+8(1)-6=1-4 +1+8-6=0 esdecir1 es raizde P(x)
Por lo tanto P(x) = (x = 1) C(x) (1)

Para encontrar C(x) aplicamos Ruffini:

1 -4 1 8 -6 Cociente: x3 - 3x>- 2x + 6
1 1 -3 -2
1 -3 -2 6

Reemplazando en (1) resulta : P(x) = (x = 1) (x® - 3x*> - 2x + 6)

Para a e R, n e N, se verifican:

P(x)=x"+a" Divisores
n impar x" + a" (x + a)
x"- a" (x - a)
n par x"- a" (x+a) A(x-a)
x"+ a" No tiene divisores de la forma (x * a)
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La aplicacidon de estos resultados nos permite factorear binomios que son suma o
diferencia de potencias de igual grado.
Ejemplos:
1) P(x) = x* - 16 = x* - 2%, es divisible por x + 2 y por x - 2
entonces x* - 16 se puede factorizar como:
x* - 16 = C(x). (x + 2), donde C(x) es el cociente de la divisién de x* - 16 por x + 2.

Calculemos entonces C(x), aplicando la Regla de Ruffini:

1 0 0 0 -16
-2 -2 4 -8 16

1 -2 4 -8 oO| ———» resto

C(x) = x3 - 2x%? + 4x - 8, es decir :
P(x) =x*-16 = (x> - 2 x*> + 4x - 8). (X + 2)

2) P (x) = x*+ 81, no tiene raices reales

3) P (x) = x3 - 27, es divisible por (x - 3)
aplicando Ruffini se obtiene: P(x) = (x - 3). (x* + 3x + 9)

Expresiones algebraicas racionales

; , . , a
Asi como llamamos numeros racionales a los numeros de la forma Z con a y b enteros
(b # 0), llamaremos expresiones racionales a las expresiones de la forma:
P(x)

O(x)

donde P(x) y Q(x) son polinomios de una sola variable x, siendo Q(x) no nulo y de grado

distinto de cero.

Ejemplo:

3 -, : : .
— es una expresion racional, porque el numerador P(x) = 3 es un polinomio y el
X

denominador Q(x) = x también es un polinomio y ademas x # 0

Expresiones Algebraicas Pagina 16 de 32



* Ministerio de Educacién Secretaria Académica — Area Ingreso
Universidad Tecnolégica Nacional
Facultad Regional Rosario Matematica

Podemos simplificar una expresion racional cuando después de haber factoreado

numerador y denominador, figura en ambos un mismo factor (no nulo).

Ejemplo:
2 —
Sea x2—36 con x#0 y Xx=#6 (éPor qué?)
3x” —18x

Si factoreamos numerador y denominador, se tiene:

x> —36 _ (x=6)(x+6)
3x—18x  3x(x<6)

Luego, la expresion simplificada es:

x+6
3x

Operaciones con expresiones racionales
Las definiciones de suma y producto en este nuevo conjunto son similares a las dadas en
1. Adicion
2. Sustraccion
3. Multiplicacién
4. Divisidon
Recordemos que se procede de la misma manera que se hizo con los nimeros reales. A los

fines de simplificar la notacién consideremos P(x) como P.

Es conveniente ahora tener presente que:

Para hallar el minimo comun multiplo de dos o mas polinomios,
se los factorea, y se considera luego, el producto de los factores

primos comunes y no comunes con su mayor exponente.

Hallar el minimo comun multiplo (m.c.m) de

PX)=x*-9 ; QX)) =x>+6x+9 y S(x)=x+3
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luego: x*-9=(x+ 3). (x-3)

X2 +6x+9 = (x+3)°

X +3=x+3

Asi el m.c.m. pedido es: (x - 3). (x + 3)?

Digamos que si llamamos M al minimo comun multiplo de Q y S, podemos definir:

0 | =
IS

O |
=<

Ejemplo:
i+$; con x#0 y x #-1
x—-1 x"—x

Como M es x.(x — 1), resulta:
=), x=])
3 43 x4 '3+/%?(% (4x=3) 3x+4x-3 _ Tx-3

x—1 x*—x x(x—=1) x(x=1) _x(x—l)

se factorizan los denominadores - se halla m.c.m vy las fracciones equivalentes - se

suman numeradores

. . . R
Definimos opuesta de la expresion racional — a -—

Entonces,

Para restar dos expresiones racionales, a la primera se le suma la
opuesta de la segunda. Se simboliza:

P R P ( Rj
—_——— = ——
0O S 0 S

Expresiones Algebraicas Pagina 18 de 32



* Ministerio de Educacién Secretaria Académica — Area Ingreso

Universidad Tecnolégica Nacional
Facultad Regional Rosario Matematica

Definicidn:
P R PR
0OS 0S
Ejemplo:
x' -1 x° + 3x 1

con |x|#1 vy x=#-3

x2+6x+9.x2—1.x2+1

Factoreamos todos los humeradores, los denominadores y luego, simplificamos:
xt -1 x® +3x 1 N =) x>+D  x.(x+3) 1
x2+6x+9 x*—-1 x*+1 (x +37 (DD xEA4+t
X
x+3

, R S
Definimos la reciproca de — como — (con R # 0)
S R

Luego,

con QyR=0

0 | o
0 |
0 | '
0|

Ejemplo:
x=3 x*-9  x-3 8x+16x" —a=3-8x(1+2x)
4x 8x+16x*  4x  xX*-9 _Ax (x+3)ax=3)
_2(2x+1)
x+3
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Ejercicios resueltos
1- Dados los siguientes polinomios:
T=-3x>+2x-2 U=-x+3 V=2x+3
halla 2
2U0°-T)V
L _bu-1)
T

Solucion:

U?=(-x+3 )2 =x’—6x+9
20U T =(2x* —=12x+18 )— (- 3x* +2x—2)=5x> —14x+20
(2U2_T)V:> 5x°14x +20

2x+3

15x% —=42x+ 60
10x° —28x% + 40x
10x* =13x* =2x + 60

v -r)y _

10x® —13x* =2x +60 _—3x2 +2x-2

10x° —sz +§x —Qx+E
3 3 3 9
—E)c2 —§x+60
3 3
19 , 38 38
3 9 9
116 578
9 9

Por ser la operacion final una divisidn, el resultado deberd poseer un cociente y un

resto.

C(x)z—Ex+Q R(x)z—ﬁx+ig
3 9 9 9
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2- Encontrar el valor numérico de la siguiente expresion algebraica para los valores dados:

1
gxz—xJ’_\/xT% con: -1

x+y xX—y -

Solucién:

- 1 16
5570 i s w5t et

X+ y x—y 4+(-1) 4—(-1) 3 5
36

T [~6

35 5

3- Dividir P(x) por Q(x) utilizando la Regla de Ruffini, donde:

P(x)=—-x"+3x>+6x+2 O(x)=x+3

Solucién: a=-3
10 0 3 6|2
-3 3 -9 27 -90 | 252
| -1 3 -9 30 -84 | 254

C(x)=—x*+3x> —9x*> +30x — 84
R(x) =254
4- Desarrollar las siguientes expresiones:
1 2
i) £—3u2v3w+—uw2j
A\ 2
Solucién:

2
1 1
(—31,121/3w+—uw2 =9u*vw? =3uviw? +Zu2W4

ii) (ny -3x’ y3)3
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Solucién:
(2xy - 3x2y3’)3 =8x%y? - 3.4x%y*. 3x?y? +3. 2xy.9x%y® - 27x%y° =

=8x°y? —36x*y’> +54x°y’ —27x°y°

5- Factorizar los siguientes polinomios:
i) 3x%y7 —12x7y°
Solucién:

3x%7 —12x7y° = 3x7y’ (XZ _ 4y2) =3x"y’ (x=2y)(x +2y)

i) (a—b)° -3(a—-b)+5a(a-Db)
Solucién:

(a-b)’ -3(a-b)+5a(a-b)=(a-b)[(a-b)-3+5a]=(a-b)(6a-3-b)

iii) 4a’b* +9u°v? —12ab’*u’v
Solucioén:

4a’b* +9utv? —12ab’u’v = (2ab?) -2 (2ab?)(3uv) + (3u*v) = (2a b2 - 3 P v)?

iv) 8x° -1

Solucién:

8x° —1=8[x3 —%J=8{x3 —[%]T=8[x—%)[x2 +%x+%j=
=(2x -1)(4x* +2x +1)

3
Recordar que: x° — (%j admite por divisor a Q(x) = x —%

Realizando el pertinente cociente por Ruffini, obtenemos que:
, (1Y 1., 1.1

X —-|=| =|x-= +SX+ =

2 2 2 4

6- Operar y simplifica

2ay —na* ax+a’
(x +a)° "2y -na

)

Solucién:

2ay -na®> ax+a’ a(2y-na) a(x+a) a
(x+a) 2y-na (x+a) (¥-na) x+a
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i) a*-16 L a+4
ax-2x+ay -2y 2(x+y)
Solucioén:
a*-16 Ca+a (@+2°)(a-2)(a+2) 2(x+y)
ax-2x+ay -2y 2(x+y) x(@-2)+y(a-2) a*+4
-2 2
:wZ(X+y):2(a+2)
(@-2)(x+y)
i) Xx+1 2x-1 4+3x
X x> -x 2x-2
Solucioén:
x+1 2x-1 4+3x x+1 2x -1 4 + 3x
X  x*-x 2x-2 x x(x-1) 2(x-1)
2(x-1)(x+1)-2(2x -1)+ x(4+3x) 2x? -2 - 4x +2 +4x +3x° 5x? 5x

2x(x -1) 2x(x-1)

7- Hallar m y n tal que se verifique las siguientes igualdades:

i) (m-3)-6x+(2n+12)x*> =6+2m+(m+n)x +(n+15)x*
Solucién:

(m-3)-6x+(2n+12)x* =6+2m+(m+n)x +(n+15)x* =

2n+12=n+15=n=3

-6=m+n=-9+3=-6

m—-3=6+2m=>m=-9

m_ n 4x +13
x*-9 2x-6 2(x-3)(x+3)

i)

Solucién:

m n m n

T 2x(x-1) 2(x-1)

2m—-n(x +3)

X*-9 2x-6 (x-3)(x+3) 2(x-3)

(2m-3n)-nx

4x +13 -
2(x-3)(x+3)

2(x-3)(x+3)

2m=3n=13=m= 1)
-n=4=>n=-4

2(x-3)(x+3)
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8- Calcular directamente el resto en el siguiente cociente:
(5x% -6x> +2)+ (x +2)

Solucién:

a=-2

R=P(a)=P(-2)=5(-2)" -6 (-2) +2=70

9- Determinar a tal que los siguientes cocientes sean exactos:
i) (-6ax® +2x +5)+(2x -1)

Solucion:

—6ax’ +2x +5! 2x—1

—6ax* +3ax —3ax+(l—%aj
(2-3a)x+5
B (2—3a)x+(§a—lj
2
6—§a
2

R=0:6—%a:0:a=4

i) (5x° +2ax -3)+(x+3)

Solucién:

o =-3

5 0 2a -3
~15 45 ~135-6a
|5 —15 45+2a4|-138-6a

-3

R=0=-138-6a=0= a=-23
iii) (3x* -2x* -3ax -1)+(x - 2)
Solucién:

R=P(a)=P(2)=3.z4-z.22_3az_1=o:a=§

10- Determinar b tal que el resto del siguiente cociente sea igual a 2:

(3x® +2bx* = x - b) = (x +1)
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Solucién:

R=P(a)=P(-1)=3.(-1)" +2b (-1) = (-1)-b=2=b =4

11- Dado P(x), obtener k, sabiendo que a = -2 es raiz de P(x):
P(x) = 2x* =3x° + kx* —Ex +6
Solucion:

P(a) = P(-2) =0 = P(-2) =2 (-2)* -3 (-2)’ + k (-2)’ —g(—z) +6=0=

32+24+4k+5+6:0:k:_%

12- En una divisién de P(x) por Q(x) se obtiene el siguiente cociente C(x) y resto R(x):

C(X)=§X2 2x+2
2 4 8

R(x) = —%

si: Q(x)=-2x+3
halla P(x)
Solucion: P(x) = Q(x)C(x) + R(x)

Q(x)C(x) = -3x> +5x + %

P(x) = Q(x)C(x)+ R(x) = -3x> +5x -1
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Ejercicios propuestos

1- Dados los siguientes polinomios.
A = -6x3 + 9x? B=2x-3 C=2x+5

Halla

[A*ZC} + 3B
B

2- Encontrar el valor numérico de las siguientes expresiones algebraicas para los

valores dados:

2a’> - 2b°

= +(9a* +b9)2 con a= (\/5) -1

i)
b =32

3 2
(5p - 3q)3 (—Zp 5 qj

pq

ii)

3 - Dividir P (x) por Q(x) utilizando la Regla de Ruffini, donde:

i) P(x) = 2 - 3x + 5x> + x* Q(x) = x + 2
i) P(x) =3x*+2x2-x + 1 Q(x) =x-1
i)  P(x)=-3x"-2V3x*+ x>+ x- % Q(x) = x - (v3)™*

4 - Desarrollar las siguientes expresiones:

i) (-3x + 2y?)?
4
i) (—5 ] qj ’
5 - Factorizar los siguientes polinomios.

i) x? + ax + x + ax?

i) 4x3 + 4x*> - x - 1
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i) 4(p-2)*-(p-2)?

iv) 64 a> b’ + 8

6 - Opera, simplifica e indica los valores para los cuales la expresion carece de sentido :

6t% + 6t + 3t* - 3¢t3
B +t2-2t-2

i)

(&> -1) (92 - 64)
(3a-8)(a+1) (a—-1)

i) 2x+5_ X ). 2x—5_ X
2x+4 x+2) \2x-4 x-2

) 1 2 1 3 1
iv) |—+ + - 5|+ 5
y 1l-y 1l+y 1-y y+y

" [2x2+1 2x+1 4x2—4x+1i|.x2+2x+1

i)

3 x? 4x' -1 3x 9 x?

2 2 2
X 2x 3x"—6xy+3y
vy || o] Tt 4
y y y
) \/x3—3x2+4
viD x+1

7 - Hallar p y q tal que se verifiquen las siguientes igualdades:
i) 5x2+2gx*-3x+5+p=-2x"-qx°-3x-4+q
3

i) Gq—3p+2jx3 =-4qgx+2qgx*+5px

iy 2,9 __ 3

x-2 2x x®-2x

4g Sp _ 2x-1
3(x=5) x+5 x°-=25
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8 - Calcular directamente el resto en el siguiente cociente:

. 2y® -3y’ +y -3
i)
y -3

. 5y +y? +3
i)y *—2 =
y+1

9 - Determinar a tal que los siguientes cocientes sean exactos:

i) Utilizar el algoritmo de la divisién:
(3x*> + 2ax - 1) : (-3x + 2)
i) Utilizar la regla de Ruffini:
(5 +x*-3ax +2): (x +1)
iii) Utilizar el teorema del resto:

(3x*-4ax® + x*-1): (x-2)

10 - Determinar b tal que el resto de los siguientes cocientes sea igual a:

i)  (5x°-2bx + b): (x + 3)

resto = -4
i) (4x°-3b>x*+3):(x-1) resto = 2
i) (C-x*+bx-1):(3x-2) resto = -1

11- Dado P(x), obtener k, sabiendo que a es raiz de P(x):

i) P(x) = -3x3 + x* - 2kx + 3

i) P(x) = kx* - 3x -2k

12 - En las siguientes divisiones P(x) por Q(x) se obtienen los respectivos cocientes
C(x) y restos R(x). Si se conoce Q(x), hallar P(x):

i) C(x)=-x+4 R(x) = 3x - 10 Q(x) = -x*>+ 2

i)  C(x) =x*+5 R(x) =9 Q(x) = x* -2
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13.- ¢ Para qué valor/es de x se verifican las siguientes igualdades?

X 3 1
a) 2 ) =
x " +10x+25 x"-25 x+5
2 - 2 -2 2 4
b) x"+(x-5@3+ x)=x + X+

x—4 x+2 x-2

c) Indique el o los valores de x para los cuales carecen de sentido las igualdades a) y

x2+x+1_£+Bx+C

3

14.- a) Para qué valores de A, B y C se verifica la igualdad: S
X" +x x x +1

b) ¢;Para qué valores de x € R carece de sentido la igualdad del punto a)?
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Respuestas
1- -12x*-30x>+6x-9
2- 1) S i) 27
243 38
3- D) CX)=x*+3x-9 R(x) = 20
iYC(x)=3x>+3x>+5x +4 R(x) = 5
i) C(x) = -3x*-3V3 x> -2x2-2/3 3 x+ 1/3 R(X) = - 2/9 3
4- i) 9x*-12xy*+4y*
iy - 2% ps 18 Bptg _12p2¢7 - 343¢°
27 3
5- i) x(x+1)(@+ 1)
i) (2x + 1) (2x - 1) (x + 1)
i) (p-2)*(2p-5)(2p-3)
iv) 8(2ab+1)(4a*b*-2ab+ 1)
v)1/5a(a-1)(a-b)?
6- i) -3t i) 3a+8 iy 2=X iv) 1 V) 3x / x+ 1
2+X 1-y
vi) y? vii) x -2
. 34 7
7 - = - — = - —
i) p 3 q 3
o1 _
i) p= ) q=0
L3 _
i) p= > q 3
iv) p=-11/50 q = 27/40
8 - i) 27 i) 9
9- i) a=-1/4 i) a=2/3 i) @ =51/32
10- i) b=-7 ii)b=ig iii) b =2/9
11- i) k=-17/4 i) k=-3
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12- i) P(X)=x>-4x*+x-2 i) Px) =x*+3x*-1

13.- a) x=5/4
b) x =-27/11

c)a) x#5A x#-5 b) x#2A x#-2

14- a) A=1 B=0 C=1
b) x#0
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Trabajo Practico

1- Resuelve estos productos especiales.
a) (a+ b)a?-ab +b?)
b) (a - b)(a®+ ab + b?)

2- ¢Para qué valores de k y h los polinomios son iguales?
P(x) = (x3 -k x + 1).(2x* - h)
Q(x) = 2x° - 7x> + 2x*> + 6x - 3

3- Halla las raices reales de:
a) P(x)=2x*- 5x> + 5x-2
b) P(x)=x°- 5x> + 6x
c) P(x)=x3- 3x? -13x +15

6- ¢Para qué valores de h el polinomio P(x) es divisible por x + 2?
P(x) = x*- 3x> + hx? - x +1

7- Factorizar

a) 2x? - 3xy h) m* + m? -2

b) 4x + 8y +12z i) x* + 2x -8

c) 43" - 8a2" i) ab - p®

d)1-x8 k) 3ax —ay -3bx + by
e) 32a%b - 162b° )z>-182*+ 81z

f) x> + 8x +16 m) y> + 64

g) 2x3y? +16x%y* +32xy° n) 3 x*-12

8- Reduce a la minima expresién.

x*—=5x+6 2+i x+l x-1
x°+7x—8 a X x—1 x+1
X *T/X—06 by —— — dy 2= Xx7+1
i 9-x’ ) a+b © 2x% +x a 1
a—b+ S S
64 — x> a b x+1 x-1
b a
11- Reducir a la expresion mas simple
a) a’(a—b)+ab(a—0b) b) a’ —2ab+b* —x°
a’(a® -b*) 2(a—b—x)
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