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IntroducciIntroduccióónn

Objetivo principal:Objetivo principal: presentar herramientas presentar herramientas 
matemmatemááticas que atraviesan las etapas de ticas que atraviesan las etapas de 
modelado, disemodelado, diseñño, simulacio, simulacióón y control de los n y control de los 
procesos industriales, para: procesos industriales, para: 

(i) mejorar el funcionamiento din(i) mejorar el funcionamiento dináámico de los mico de los 
procesos bajo criterios comunes al diseprocesos bajo criterios comunes al diseñño en o en 
estado estacionario (optimizaciestado estacionario (optimizacióón estn estáática), y tica), y 

(ii) determinar estrategias (ii) determinar estrategias óóptimas para los ptimas para los 
procesos que se apartan del equilibrio (procesos procesos que se apartan del equilibrio (procesos 
en lotes en lotes ––batchbatch--, arranque y parada de plantas) , arranque y parada de plantas) 
donde importan los aspectos no lineales. donde importan los aspectos no lineales. 
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Algunos temas a tratarAlgunos temas a tratar
Contexto matemContexto matemáático de los sistemas de control tico de los sistemas de control 
en variable de estado.  Dinen variable de estado.  Dináámica de sistemas: mica de sistemas: 
equilibrios, controlabilidad, observabilidad, equilibrios, controlabilidad, observabilidad, 
feedback, estabilidad y estabilizacifeedback, estabilidad y estabilizacióón. n. 
Problema del regulador linealProblema del regulador lineal--cuadrcuadráático tico óóptimo ptimo 
(LQR) y ecuaciones de Riccati, tracking. (LQR) y ecuaciones de Riccati, tracking. 
Sistemas no lineales.  Ecuaciones de Hamilton, Sistemas no lineales.  Ecuaciones de Hamilton, 
ecuaciecuacióón de Hamiltonn de Hamilton--JacobiJacobi--Bellman. Control de Bellman. Control de 
cambios de setcambios de set--point en presencia de point en presencia de 
alinealidadesalinealidades.  Tratamiento de restricciones..  Tratamiento de restricciones.
Tratamiento del ruido en las seTratamiento del ruido en las seññales e ales e 
incertidumbres en los parincertidumbres en los paráámetros del modelo. metros del modelo. 
Filtro de KalmanFiltro de Kalman--BucyBucy..

Consultas preliminares a los alumnosConsultas preliminares a los alumnos
Preguntar por el tipo de Preguntar por el tipo de 
inscripciones: becarios de Conicet, inscripciones: becarios de Conicet, 
de Foncyt, docentes UTN, etc.de Foncyt, docentes UTN, etc.
DisposiciDisposicióón de n de MatlabMatlab y y SimulinkSimulink..
UtilizaciUtilizacióón de n de áálgebra lineal y lgebra lineal y 
herramientas matemherramientas matemááticas en el ticas en el 
trabajo habitual.trabajo habitual.
Contacto previo con instrumentaciContacto previo con instrumentacióón n 
y control de procesos.y control de procesos.
Contestar a Contestar a tsinoli@ceride.gov.artsinoli@ceride.gov.ar
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Modelo típico de Simulink

Primeras clasesPrimeras clases

Sistemas dinSistemas dináámicos.  micos.  
Sistemas de control.Sistemas de control.
ÁÁlgebra Lineal: autovalores, lgebra Lineal: autovalores, 
exponenciales, matrices ortogonales exponenciales, matrices ortogonales 
(sim(siméétricas), ratricas), raííz cuadrada, z cuadrada, 
integraciintegracióón de ecuaciones n de ecuaciones 
diferenciales.diferenciales.
Ejercicios Ejercicios introductoriosintroductorios en MATLAB.  en MATLAB.  
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GGéénesis del problema de controlnesis del problema de control
Un problema tUn problema téécnicocnico--econeconóómico mico 

relacionado con procesos de  Ingenierrelacionado con procesos de  Ingenieríía a 
QuQuíímica conduce, como se vimica conduce, como se vióó en los en los 
cursos anteriores, a una formulacicursos anteriores, a una formulacióón n 
matemmatemáática que involucra, en general:tica que involucra, en general:
(i) ecuaciones descriptivas de la din(i) ecuaciones descriptivas de la dináámica mica 
del proceso (o sea de su evolucidel proceso (o sea de su evolucióón n 
temporal) y de sus temporal) y de sus ““estados estacionariosestados estacionarios””
(ii) evaluaci(ii) evaluacióón econn econóómica del proceso y de mica del proceso y de 
sus resultadossus resultados

Objetivos usuales en la evaluaciObjetivos usuales en la evaluacióón n 
econeconóómica del procesomica del proceso

Maximizar gananciaMaximizar ganancia
Minimizar costosMinimizar costos
Minimizar el tiempo de procesoMinimizar el tiempo de proceso
Maximizar la calidad de los productosMaximizar la calidad de los productos
REFLEXIONES: algunos de estos REFLEXIONES: algunos de estos 
criterios son incompatibles entre scriterios son incompatibles entre síí. . 
¿¿Puede elaborarse un Puede elaborarse un ““costocosto””
generalizado a minimizar, que generalizado a minimizar, que 
contemple todos los factores?contemple todos los factores?
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Etapas frecuentesEtapas frecuentes

1)Enfoque puramente t1)Enfoque puramente téécnico:cnico:
AnAnáálisis lisis →→ ModelaciModelacióón n →→ ControlControl

2)Enfoque con 2)Enfoque con éénfasis econnfasis econóómico:mico:
OptimizaciOptimizacióón estn estáática tica →→ Control Control 
ÓÓptimoptimo

InterpretaciInterpretacióón del tn del téérmino rmino ““controlcontrol””

Una vea que se tiene un modelo de Una vea que se tiene un modelo de 
proceso, en general se hacen simulaciones proceso, en general se hacen simulaciones 
para para ““validarlovalidarlo””
Si alguna variable del modelo puede ser Si alguna variable del modelo puede ser 
““manipuladamanipulada”” para modificar el para modificar el 
funcionamiento del proceso, dicha variable funcionamiento del proceso, dicha variable 
es un posible es un posible ““controlcontrol””
““Controlar el procesoControlar el proceso”” es decidir ces decidir cóómo mo 
manipular las variables a disposicimanipular las variables a disposicióónn
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OptimizaciOptimizacióón estn estáática y dintica y dináámicamica
Una vez adoptada la configuraciUna vez adoptada la configuracióón n 

((flowflow--sheetsheet) del proceso, la ) del proceso, la 
optimizacioptimizacióón estn estáática tiende a elegir tica tiende a elegir 
los los ““valores de trabajovalores de trabajo”” de las de las 
variables.  En el caso de procesos variables.  En el caso de procesos 
continuos, dichos valores se continuos, dichos valores se ““debendeben””
mantener mantener ““constantesconstantes”” mediante la mediante la 
manipulacimanipulacióón de las variables de n de las variables de 
control.  Los valores de arranque y control.  Los valores de arranque y 
llegada juegan el mismo papel en los llegada juegan el mismo papel en los 
procesos batch.procesos batch.

Distintas configuraciones del sector Distintas configuraciones del sector 
““Control de ProcesosControl de Procesos””

Controladores analControladores analóógicos o digitalesgicos o digitales
Control Control ““feedforwardfeedforward””, , ““feedbackfeedback””
Control local o centralizadoControl local o centralizado
Control Control ““SISOSISO”” o o ““MIMOMIMO””. Decoupling. Decoupling
Control Control determindeterminíísticostico o estoco estocáásticostico
Control lineal y/o noControl lineal y/o no--lineallineal
Control Control óóptimo y/o control robusto.ptimo y/o control robusto.
Control adaptativoControl adaptativo
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Relaciones entre optimización estática y dinámica

Control local (single-loop)
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Control centralizado (Multiple-loops)

Criterios de optimizaciCriterios de optimizacióón dinn dináámicamica

Hemos visto que, en general, la Hemos visto que, en general, la 
adopciadopcióón de los valores de trabajo n de los valores de trabajo 
depende de la maximizacidepende de la maximizacióón de una n de una 
““utilidadutilidad”” (o la minimizaci(o la minimizacióón de un n de un 
““costocosto””) generalizados.  El caso t) generalizados.  El caso tíípico para pico para 
la optimizacila optimizacióón dinn dináámica es:mica es:

COSTO TOTAL = Costos de proceso durante COSTO TOTAL = Costos de proceso durante 
su su trascursotrascurso + Desviaci+ Desviacióón de las n de las 
expectativas finales.expectativas finales.
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COSTO TOTALCOSTO TOTAL
1)1) Costos de procesoCostos de proceso:  gastos de energ:  gastos de energíía, a, 

mantenimiento de equipos, costo del mantenimiento de equipos, costo del 
monitoreo de las condiciones de monitoreo de las condiciones de 
funcionamiento, requerimientos funcionamiento, requerimientos 
ambientales, desviaciambientales, desviacióón del equilibrio o n del equilibrio o 
de la trayectoria de referencia, etc.de la trayectoria de referencia, etc.

2) Desviaciones de las expectativas:  :  
penalizaciones por no conseguir la penalizaciones por no conseguir la 
pureza del producto deseada, la pureza del producto deseada, la 
velocidad de produccivelocidad de produccióón, el cumplimiento n, el cumplimiento 
de los plazos planificados, etc.de los plazos planificados, etc.

CCóómo se quiere controlarmo se quiere controlar
Tradicionalmente se equiparTradicionalmente se equiparóó ““controlcontrol”” con con 
““regulaciregulacióónn”” o  con o  con ““estabilizaciestabilizacióónn””, se pens, se pensóó que que 
todos los sistemas eran lineales, y que estas todos los sistemas eran lineales, y que estas 
funciones del control eran alcanzables con funciones del control eran alcanzables con 
controladores PID.controladores PID.
A veces se presenta un objetivo como A veces se presenta un objetivo como úúnico nico 
(obtener m(obtener mááxima produccixima produccióón, o mn, o mááxima pureza), xima pureza), 
dependiendo del sector de la empresa que dependiendo del sector de la empresa que 
maneja el problema.maneja el problema.
Pero pueden haber otros objetivos, a veces Pero pueden haber otros objetivos, a veces 
contrapuestos, y por eso conviene interactuar contrapuestos, y por eso conviene interactuar 
con todos los equipos de trabajo, y/o participar con todos los equipos de trabajo, y/o participar 
de las distintas etapas de la solucide las distintas etapas de la solucióón. n. 
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MMáás sobre s sobre ““ccóómomo”” controlarcontrolar

RegulaciRegulacióón implica mantener algo n implica mantener algo ““en en 
reglaregla””, en general esto se interpreta como , en general esto se interpreta como 
mantener un proceso en funcionamiento mantener un proceso en funcionamiento 
estable, sin que se alteren sus condicionesestable, sin que se alteren sus condiciones
ÉÉste u otros objetivos deben poder ste u otros objetivos deben poder 
explicitarse a travexplicitarse a travéés de  los ts de  los téérminos y rminos y 
variables que aparecen en el modelo variables que aparecen en el modelo 
matemmatemáático y que son tico y que son ““mediblesmedibles””.  Por .  Por 
ejemplo, las concentraciones de especies ejemplo, las concentraciones de especies 
ququíímicas no son accesibles en todo tiempomicas no son accesibles en todo tiempo

Tipos de modelosTipos de modelos

DimensiDimensióón finita.  ODEsn finita.  ODEs
DimensiDimensióón infinita.  PDEsn infinita.  PDEs
Modelos lineales y no lineales, en Modelos lineales y no lineales, en 
tiempo continuo o discreto, etc.tiempo continuo o discreto, etc.
Materiales con Materiales con ““memoriamemoria””.  .  
Ecuaciones integralesEcuaciones integrales
Modelos estocModelos estocáásticossticos
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Un ejemplo tUn ejemplo tíípico de pico de ““modelomodelo”” determindeterminíístico, stico, 
de dimenside dimensióón finita, tiempo continuo, no lineal.n finita, tiempo continuo, no lineal.

El El ““reactor tanque agitadoreactor tanque agitado”” (CSTR) es una (CSTR) es una 
idealizaciidealizacióón de un recipiente de n de un recipiente de 
funcionamiento continuo donde transcurre funcionamiento continuo donde transcurre 
una reacciuna reaccióón qun quíímica.mica.
Se asume que la agitaciSe asume que la agitacióón es tan perfecto n es tan perfecto 
que la concentracique la concentracióón es uniforme dentro n es uniforme dentro 
del tanque.del tanque.
AdemAdemáás, la concentracis, la concentracióón de la n de la 
alimentacialimentacióón se transforma n se transforma 
““instantinstantááneamenteneamente”” en la concentracien la concentracióón n 
dentro del tanque, que a su vez es la dentro del tanque, que a su vez es la 
concentraciconcentracióón de salida  n de salida  

Reactor Tanque Agitado
(Continuous Stirred Tank Reactor  - CSTR)
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ModelaciModelacióón del sistema CSTRn del sistema CSTR
Ecuaciones de la Ecuaciones de la ““dindináámicamica””

( , ) (balance de masa)

( , )  (balance de energía)f

r T

T T
T J r T Q

ξξ ξ
θ

ξ
θ

= − +

−
= + ⋅ −

�

��

Significado de las variablesSignificado de las variables
: grado de avance; ; :  concentración de la especie  ; 

:  (feed, subínd. para referirse a "la entrada");  :  temperatura;
:  coef. estequiométrico de especie  ; Reacción: 

 :  volumen

fc c
c A

f T
A A B A B

V

ξ ξ
α

α β α γ

−

+ → +

�

 de CSTR con mezcla reaccionante; :  caudal de mezcla
:  tiempo de residencia; /  ;

 ; :  calor de reacción; :  calor específico de mezcla

 ; :  caudal del refrigerante

q
V q

HrJ H Cr pCp
QQ Q
VCp

θ θ =
∆

∆�

� �
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Algunas condiciones de Algunas condiciones de 
funcionamiento, o restriccionesfuncionamiento, o restricciones

Flujo continuo, volumen constante Flujo continuo, volumen constante 
dentro del reactordentro del reactor
AgitaciAgitacióón perfecta n perfecta 
Velocidad de reacciVelocidad de reaccióón alta, permite n alta, permite 
asumir que la concentraciasumir que la concentracióón dentro n dentro 
del reactor es igual a la de salidadel reactor es igual a la de salida
La temperatura es uniforme en el La temperatura es uniforme en el 
reactorreactor

Se pretende trabajar en "estado estacionario"
Equilibrio  velocidades nulas

( , )
( , )

( , ) ( , ) 0

F T
T G T
Equilibrio F T G T

ξ ξ

ξ
ξ ξ

⇒

=

=
⇒ = =

�
�

Puntos de equilibrioPuntos de equilibrio
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¿¿CuCuáántos equilibrios?ntos equilibrios?
Como las funciones F,G son en general no Como las funciones F,G son en general no 
lineales, entonces las ralineales, entonces las raííces de las ecuaciones ces de las ecuaciones 
F=G=0 pueden ser varias (pueden llegar a ser F=G=0 pueden ser varias (pueden llegar a ser 
infinitas).infinitas).
Si las ecuaciones fueran lineales, o sea del tipoSi las ecuaciones fueran lineales, o sea del tipo
F = aF = aξξ+bT+bT
G = cG = cξξ+dT+dT
entonces el entonces el úúnico equilibrio con sentido sernico equilibrio con sentido seríía a 
ξξ=T=0.  =T=0.  

Un único punto de equilibrio
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Varios puntos de equilibrio

INTERVALOINTERVALO
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Resultado sobre LinealizaciResultado sobre Linealizacióónn

Las trayectorias de sistemas Las trayectorias de sistemas 
no lineales lucen, cerca del no lineales lucen, cerca del 
equilibrio, como las de su equilibrio, como las de su 
linealizacilinealizacióón.  n.  
(ver enunciado correcto en H(ver enunciado correcto en H--S, S, 
pp. 180pp. 180--190)190)

1 2

1 1 2

2 1 2

1

2

1

     

( , ) equilibrio ( , )  ( , ) 0

- ;

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( )
,

( )

/( )
( )

Linealización de la dinámica

T F T G T

x x T T

x F T F x T x

x T G T G x T x

x F x x
x x x

x G x xT

F xF x
x

G x

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ

ξ ξ

ξ

⇔ = =

−

= = = + +

= = = + +

+    
⇒ =    +    

∂ ∂ 
= + 
 

� �

��
��

�� �

� 2

1 2

/
( ) 0 ( )

/ /
F x

x o x Ax o x
G x F x

∂ ∂ 
⋅ + = + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
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AplicaciAplicacióón a los sistemas de controln a los sistemas de control
0

0

( , ) ; (0)
Sistema original 

( )

; (0)
Sistem a linealizado 

donde:

( , ) ; ( , ) ; ( )

( , )  es un "equilibrio":   ( , ) 0

x f x u x x
y h x

x Ax Bu x x
y Cx

f f hA x u B x u C x
x u x
x u f x u

= = 
 = 

= + = 
 = 

∂ ∂ ∂
= = =
∂ ∂ ∂

=

�

�

Trayectorias de un sistema linealTrayectorias de un sistema lineal

Un sistema dinUn sistema dináámico lineal siempre tiene, mico lineal siempre tiene, 
para cada condicipara cada condicióón inicial, una trayectoria n inicial, una trayectoria 
úúnica que pasa por allnica que pasa por allíí, y que se extiende , y que se extiende 
para todo t.para todo t.
Las trayectorias, entonces, no se cruzan Las trayectorias, entonces, no se cruzan 
nunca.nunca.
En el caso n=2 se pueden graficar las En el caso n=2 se pueden graficar las 
trayectorias de los dos estados, con t trayectorias de los dos estados, con t 
como parcomo paráámetro.  Esta representacimetro.  Esta representacióón se n se 
suele llamar suele llamar ““espacio de fasesespacio de fases””, y las , y las 
trayectorias aparecen como un trayectorias aparecen como un ““flujoflujo””, , 
similar al de las partsimilar al de las partíículas de un fluido.culas de un fluido.



19

Repaso de Repaso de ÁÁlgebra Lineallgebra Lineal

Autovalores y Autovalores y autovectoresautovectores

Exponencial de una matrizExponencial de una matriz

SoluciSolucióón de una ODE lineal n de una ODE lineal 

0

exp( )
!

k

k

AA
k

∞

=

=∑

A v vλ=

0, ( 0 )x A x x x= =�

0( ) Atx t e x=

InterpretaciInterpretacióón geomn geoméétricatrica

( )

( )
( )

es un autovector                   
con  0

correspondiente al autovalor 

0
 no es invertible (¿por qué?)

              0

det 0  raíz del polinomio 

( ) det  ,  "polA

v
Av v v

A I v
A I

v

A I

p x A xI

λ
λ

λ
λ

λ λ


= ≠ ⇒


− = ⇒ −

≠ 
⇒ − = ⇒

= − inomio característico de "A
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Distintos tipos de autovaloresDistintos tipos de autovalores

InterpretaciInterpretacióón de un n de un autovalorautovalor
RelaciRelacióón con la traza y el n con la traza y el 
determinantedeterminante
AutovalorAutovalor 00
AutovalorAutovalor real positivo o negativoreal positivo o negativo
““AutovalorAutovalor”” complejocomplejo

Transformaciones de similaridadTransformaciones de similaridad

{ }
1 1 1

1 2

R e c o rd a r  q u e  u n a  m a tr iz   re p re se n ta  la  a c c ió n  
d e  u n a  tra n sfo rm a c ió n  lin e a l :

( ) ( ) ,

d o n d e    , ,  e s  la  b a se  c a n ó n ic a .
R e c o rd a r  ta m b ié n  q u e  la  m ism a  t

n n
A

n n n

A A i ij ji i
i i j

n

A
T

T x T x e a x e

e e e
= = =

→

 
= =  

 
=

∑ ∑ ∑

\ \

…cB

1

ra n s fo rm a c ió n
lin e a l tie n e  u n a  m a tr iz   d is tin ta  s i se  e x p re sa

e n  o tra  b a se   , y  q u e  e s ta s  m a tr ic e s  se  re la c io n a n
, d o n d e

  e s tá  a so c ia d a  c o n  la  tra n sd o rm a c ió n  

B

B Q AQ
Q

−=
→c

B

B B
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InvariantesInvariantes

1

Las matrices ,   relacionadas en la forma
  se dice que son "similares"

(puesto que en realidad dependen de una elección 
de base  para representar una misma transformación)

Notar que se verifica 

A B
B QAQ −=

(ejercicio):
det( ) det( )

( ) ( )
y por eso se dice que el determinante y la traza son

"invariantes" frente a cambios de base.

A B
tr A tr B

=
=

Tipos de trayectoriasTipos de trayectorias

Alrededor de un punto de equilibrio, el Alrededor de un punto de equilibrio, el 
comportamiento de un sistema tiene un comportamiento de un sistema tiene un 
nnúúmero finito de mero finito de ““opcionesopciones””
La disciplina de La disciplina de ““Sistemas DinSistemas Dináámicosmicos””
(dynamical systems) estudia la (dynamical systems) estudia la 
identificaciidentificacióón de dichas opciones y sus n de dichas opciones y sus 
consecuenciasconsecuencias
BifurcaciBifurcacióón, ciclos ln, ciclos líímites, caos, atractores mites, caos, atractores 
extraextrañños, etc., tienen mucha relevancia os, etc., tienen mucha relevancia 
sobre el conocimiento profundo de los sobre el conocimiento profundo de los 
sistemas realessistemas reales
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EnsilladuraEnsilladura

NodoNodo
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Nodo impropioNodo impropio

Foco (fuente o sumidero)Foco (fuente o sumidero)
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CentroCentro

Espiral (convergente o divergente)Espiral (convergente o divergente)
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ClasificaciClasificacióón de equilibrios en n de equilibrios en 
sistemas de dimensisistemas de dimensióón 2n 2

Algunos temas a repasarAlgunos temas a repasar
Autovalores y Autovalores y autovectoresautovectores
Soluciones de ecuaciones Soluciones de ecuaciones 
diferenciales (especialmente lineales)diferenciales (especialmente lineales)
Producto interno, norma, distanciaProducto interno, norma, distancia
Derivadas de funciones f : Derivadas de funciones f : RRnn →→ RRmm

Relaciones entre matrices y Relaciones entre matrices y 
transformaciones lineales de transformaciones lineales de 
espacios vectorialesespacios vectoriales
Cambio de variables, Cambio de variables, JacobianosJacobianos
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Ejercicios sugeridosEjercicios sugeridos
Hallar la exponencial de las siguientes matrices, a Hallar la exponencial de las siguientes matrices, a 
mano y con mano y con MatlabMatlab: : 

Considerar el sistema lineal Considerar el sistema lineal inhomoginhomogééneoneo: : 

Hallar la soluciHallar la solucióón exacta y comprobar con n exacta y comprobar con MatlabMatlab
Descubrir quDescubrir quéé tipo de ODEs no tienen solucitipo de ODEs no tienen solucióón n 
úúnica, y otras que nica, y otras que ““explotanexplotan”” en un tiempo finito.en un tiempo finito.
Explorar los demos de control de Explorar los demos de control de MatlabMatlab, en , en 
especial, especial, tipeetipee: : heatexheatex..

4 1 1 1 1 3
, ,

1 2 5 3 0 1
−     

     − −     

1 3 sin 1
; (0)

2 2 cos 1
t

x x x
t

−     
= + =     −     
�


